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Lineare Differentialgleichungen unendlich hoher 
Ordnung mit ganzen rationalen Koeffizienten. 


(1. Mitteilung.) 
Von 


Emil Hilb in Wiirzburg. 


Der Einfachheit halber beschranken wir uns in dieser ersten Mitteilung 
auf den Fall, daB die Koeffizienten linear in der unabhangigen Verander- 
lichen 2 sind. Es soll dann die Aufgabe der zweiten Mitteilung sein zu 
zeigen, da® die hier gemachten Schliisse sich unmittelbar auf den Fail 
allgemeiner rationaler Koeffizienten iibertragen lassen. Da jedoch dabei 
naturgemaéB die Rechnung komplizierter wird, erschien es angebracht, den 
einfachsten Fall vorab zu behandeln. Wir betrachten also hier die Diffe- 
rentialgleichung a ; 

=". , 
r=1 dx 
in welcher a, und b, Konstanten, f(a) eine gegebene analytische Funktion ist. 
Setzt man F 
(2) dy 


hie pa 
dx r 


dz"! 


my=é,, = § 


ve 


so erhailt man durch fortgesetzte Differentiation fiir die Unbekannten £, 
das Gleichungssystem 
(a,+6,2)&+ (@,+6,2)& + (a,+0,7)& +...4 (a,,+ 5,,2) &,, +... 
= f(z), 
b, &, + (a, + b,+ 6, 2)&,+ (a,+ b,+ 0,2) & +... (mit On Oy—1%) Em +--- 
=f (2), 
2b, Eat (a, + 20, +b, 2) E+ ... + (@m—a+ 2Om_—1 + Om—s%) Em --- 
=f" (2), 
3D, Es... + (Gu—s+ 3bq-2+ Dm—a%) Emp ‘ie 
=f (2), 
(m —1)b, &m—s-+ (a, + (m —1)b,+ 0, 2)& 4... 
pee f'*-" (x), 
mb, &+...=/™ (2), 
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Die Diskussion des Gleichungssystems (3) bildet den wesentlichen Inhalt 
der vorliegenden Mitteilung. Wir setzen dabei voraus, daB 


— 7 | a™ f(z) 

my |e 
(4) ae 7” <q 
sei, wo g eine positive GréBe ist. Gilt dann (4) fiir irgendeinen Wert z,, 
so ist fiir geniigend groBe m 





a+r 
ir (2)| =| Soe Ao) e —ay "| <q e|*—%/¢ , 
v=0 
daher ist f(z), wenn (4) fiir irgendein z, gilt, eine ganze transzendente 
Funktion von z, und zwar gilt dann (4) fiir jedes x innerhalb eines be- 
liebig groBen, aber festen Kreises um den Nullpunkt der komplexen x-Ebene. 
Wir nehmen ferner an, daB die unendlichen Reihen 


5) o(2)— Stat, (2) — Sher 
r=1 vr=1 


fiir |z|<q-+6 konvergieren, wobei 4 eine beliebig kleine, aber feste 
positive GréBe ist, und daB die Gleichung 


(6) b(z)=0 

fiir |z|<q+6 n-+1 einfache, der GréBe des absoluten Betrages nach 

geordnete Wurzeln z,, z,, ..., Z,; 2,4, besitzt, deren absolute Betrige alle 

kleiner als g und fiir welche die Ausdriicke (z) keine ganzen Zahlen 
dz s=2, 


sind. (Vgl. jedoch hierzu Kap. I, §3(49).) Unter diesen Voraussetzungen 
gilt folgender Satz: Die Differentialgleichung (1) hat eine genau n will- 
kiirliche Konstante enthaltende Lésung y(z), welche eine ganze transzendente 
Funktion von z ist und fiir welche’), wenn | ar| einen beliebig groB vor- 
gegebenen Wert nicht iibersteigt, 





(7) 
tat. 

Die Differenz zweier solcher Lésungen hat, wenn c, beliebige Kon- 
stanten sind, stets die Form 





ton 


n 
> &Y,(2), 
v=1 


wobei die Y,(z) ganze transzendente Funktionen sind, fiir welche (7) er- 
fiillt ist und die der zu (1) gehérigen homogenen Differentialgleichung ge- 


") Wir beniitzen im folgenden stets i als Symbol einer ganzen Zahl. 
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niigen, die man aus (1) erhilt, indem man f(z)=0 setzt. Die Y, (2) 
ergeben sich vermittels der Laplaceschen Transformation als Doppelschleifen- 
integrale um die Punkte 2,, z,; 2,, 2; ...; 2,,%,4,- Hervorgehoben sei, 
in welcher iiberraschend schénen Weise die Diskussion des Gleichungs- 
systems (3) auf die Laplacesche Transformation fiihrt. 

Ein dem angegebenen entsprechender Satz wurde von F. Schiirer’) fiir 
Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten auf anderem Wege 
gewonnen. Fiir diesen besonders einfachen Fall laBt sich der Satz fast 
ohne weiteres aus den ersten Resultaten von 0. Toeplitz*) iiber L-Formen 
ableiten. 


Kapitel T. 


Behandlung des Falles, daB die Differentialgleichung (1) 
ein eindeutig bestimmtes Integral hat. 


§ |. 
Zusammenstellung einiger bekannter, einfacher Siitze iiher 
Bilinearformen ‘). 


Gegeben sei das unendliche Gleichungssystem 
(8) Dh = % (6m 1,3, ..)s 
k=1 


4 
. 9 ° . ° - 
wobei > |y;| konvergiere. Gesucht sind solche Lésungen ¢, von (8), 
f=1 


x 

fiir welche phy konvergiert. Indem man die i-te Zeile mit einer 
k=1 

willkiirlichen GréBe x; multipliziert, wobei die x; nur der Konvergenz- 


bedingung unterliegen, daB > |2,\" konvergiere, und dann die Gleichungen 
f=1 
addiert, erhalt man 


x cs x 
(9) A(z, t)=D) DS a,,2,6,= D> 2,y;- 


t=1 k=1 i=1 


*) F. Schiirer, Eine gemeinsame Methode zur Behandlung gewisser Funktional- 
gleichungsprobleme, Leipziger Ber., 70 (1918), 8S. 185-246. 

*) O. Toeplitz, Zur Theorie der quadratischen Formen, Math. Ann., 70 (1911), 
8. 351-376. 

*) Vgl. etwa E. Hellinger und O. Toeplitz, Grundlagen fiir eine Theorie der un- 
endlichen Matrizen, Math. Ann., 69 (1910), 8S. 289-330. Die ausfiihrliche Wiederholung 
bekannter, einfacher Tatsachen in diesem Paragraphen entsprang dem Wunsche, das 


Folgende méglichst leicht verstindlich zu machen 
1* 
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A(z, y) sei eine beschrankte Bilinearform, d.h. ihr absoluter Betrag liege 
unterhalb einer festen GréBe M, wenn .>"|z,|"<1 und > lwl'< 1 ist. 


i=1 
Es sei nun 
(10) P(x, s.9)=> Dae Y; 
é=1 b=1 


eine zweite beschrankte Bilinearform, dann ist das Produkt A (z,¢) P(C,y) 
definiert durch 


(11) A(z, 0) ¥(t,y)=D> DS) San viiry, 
i=1 I=1 k=1 


also durch diejenige Bilinearform, deren Koeffizientenmatrix gleich dem 
Produkt der Koeffizientenmatrizen von A (z, ¢) und ¥(¢, y) ist, wobei man 
die Glieder einer Zeile der ersten Matrix mit den entsprechenden Gliedern 
einer Kolonne der zweiten Matrix multipliziert. Ist speziell 


(12) A(z,¢)¥(t,y)= = S's ¥;, 


so heiBt Y(¢, y) die hintere Reziproke von A. Setzt man umgekehrt 
die Koeffizienten der, abgesehen von der Konvergenzbedingung, willkiirlichen 
GréBen z, in (12) einander gleich, so folgt durch Vergleich mit (8) 


(13) Ce =D vty 
i=1 


wobei aus der Voraussetzung, daB (xz, y) beschrankt sei, folgt*), daB 


e |¢,|° konvergiert. Existiert nun auch eine beschrankte vordere Reziproke 
k=! 


(14) ®(z,y)=)>) D> PinXiYe 


i=1 k=1 
so daB 


(15) (x,t) ACE, y) ag « E(x, y)=)) x,y, 
f=1 


é=i J=1 b=1 


wird, so folgt, da fiir die Multiplikation von Bilinearformen das assoziative 
Gesetz gilt, und die Koeffizienten einer Bilinearform sich bei der vorderen 
oder hinteren Multiplikation der Bilinearform mit E(x, y) nicht andern, 


(16) P(x, 0) A(l, 9) (ny, y) = B(x, ») P(n,y) = Y(z, y) 
oder = @(z,¢) E(t, y) = (2, y). 


») Hellinger-Toeplitz, |. «.. S. 301. 
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Es ist also 
(17) P(x, y) = P(x, y), 
und man hat 
Satz 1. Existiert eine beschrinkte vordere und hintere Reziproke, 
so sind diese identisch und es gibt nur eine solche Reziproke. Speziell 


gibt es dann nur ein Lésungssystem ¢, von (8), das wir also auch schrei- 
ben kénnen 


(18) =D Pate 
i=1 
Existieren mehrere beschrinkte vordere Reziproke, so gibt es keine 
beschrankte hintere Reziproke. 


Es existiere nun eine beschrankte vordere Reziproke, dagegen keine 
riickwiartige. Es sei also 


(19) D(z, C)A(l, y) = E(z, y), 
dagegen 
(20) AhD=Bx £E. 


Dann ist ADA = A(PA) = AE =A oder aber AYA =(AY)A = BA. 
Also ist A= HA=BA oder (|B— EZ)A=0 und wenn { ein willkiir- 
licher Parameter 


(21) [D(x,¢)—A( B(x, 6) — E(x, 0))) Atl, y) = E(z, y). 
Es gibt also dann unendlich viele beschrankte vordere Reziproke; wir 
wollen diese Tatsache in der folgenden Form aussprechen: 

Satz 2. Existiert eine und nur eine beschrankte vordere Reziproke, 
so ist dieses auch die hintere Reziproke. Speziell hat man 

Satz 3. Hat das homogene Gleichungssystem, das aus (8) hervor- 
geht, indem man alle y; Null setzt, ein nicht verschwindendes Lésungs- 
system ¢, mit konvergenter Summe der Quadrate der absoluten Betrage, 
so hat A(zx,¢) keine beschrinkte vordere Reziproke. 

Die linke Seite von (15) verschwindet namlich fiir alle Werte von z,, 
wenn man y, durch ¢, ersetzt, wihrend dieses fiir die rechte Seite nicht 


der Fall ist. 


§ 2. 


Herstellung einer zu dem Gleichungssystem (2) gehdérigen beschrinkten 
Bilinearform. 


Es sei g eine positive GréBe, die kleiner sei als der Konvergenzradius 
der durch (5) definierten Funktionen a(z) und b(z), den wir gréBer als 
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|z,| annehmen wollen. Wir dividieren dann die i-te Zeile von (3) mit 
[¢—1]q‘— fiir s=1, 2,3,..., wobei 





(22) [é—1])—é—1, #22; [1—1]—=1 
sei und setzen 
ied P er 
(23) re hk el (k=1,2,...), 
f(z) i 
(24 —__—__—_—_—__ = y. 6an 3.9, 1s: 
24) ra y; ( 
so dab, wenn 
(25) fim Vj f(z) | <4, 


i~r 
Dil” konvergiert. Sind nun a,, 6, sowie alle a und 6 mit negativem 


Index 0, so kénnen wir die aus dem durch die angegebenen Divisionen 
veranderten Gleichungssystem (2) entsprechend (9) gebildete Gleichung 
in der Form 


> —1 
92 7 _ Uk! \. 
(26) z,o)= Dp a a 
~1 


-S 5! a (Geis + (8 — 1) Deine + Oe Bs ee 


=1k ; i=1 





schreiben. Wir zeigen zunachst vermittels eines einfachen, von Toeplitz") 
bei der Untersuchung der L-Formen eingeschlagenen Weges, daB A (x, y) 
beschrankt ist, wenn PPA 1, Syl” <1 ist. Wir setzen 

i=1 i=1 

dann wird o— Stine, 


(27) A(z, y= Si. 


a=0 i=1 ' 





+ (§— 1)b,41 + 0,2) a Yo+i-s- 


Nun ist nach der bekannten Schwarzschen Ungleichung 


(28) Po etenil<sV S x," S/\y|° <1, 
+=1 i=1 





i=1 
ferner ist 
1 
. =e | < oe 
also ist ——" 
(29) | A(z, y)|<D'(|a0| + || |2|) got + D'a7-* | bo41 
a=1 o=0 


wegen der Konvergenz dieser unendlichen Reihen beschrankt. 
*) O. Toeplitz, 1. c., Math. Ann., 70 (1911), S. 355. 


~] 
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Man hat nun die Aufgabe, eine beschrinkte Bilinearform 


—1 
(30) P(E, y= See [k—1]oy, 


é=1 bit 
so zu bestimmen, da8 


—1 —1 
(1) A(t) C= SS) Sane, ee ayy, 


i=1 l=1 k=1 [i—1]}q*" 


= 3's,9,— 8 (s.9) 
é=1 
wird. Die Abanderung der GréBen y,, gegeniiber (10) durch Hinzufiigung 
von normierenden Faktoren wird sich spater als zweckmaBig erweisen. 
Da nun in der aus den Groen a,, gebildeten Matrix die Kolonnen 
nur eine endliche Gliederzahl besitzen, ist es einfacher, zunachst die vordere 
Reziproke 





os xz 


—1i 
(32) ®(x,6)=>) ZY [k—1]),¢, 


é1 bari 1 





zu bestimmen, so daB also 


1 


’ k- ‘ik—1) t- 
(33) (2,0) A(l,y)= -3 Sy ye : gaye 


é=1 j=1 J=1 


= E(a, n= Sas, 
i=1 





wird. 

Existiert nun eine und nur eine solche beschriankte vordere Reziproke, 
so ist sie nach Satz 2 mit der hinteren Reziproken identisch und nach 
(18), (23) und (24) ist 


4) eee Sy Soul 
t=1 
wobei wie bei (13) Sigl' konvergiert, und zwar sind die durch (34) 
k=1 


definierten ¢, das einzige Lésungssystem mit absolut konvergenter Quadrat- 
summe des durch (26) dargestellten Gleichungssystems, da sonst das zu- 
gehérige homogene Gleichungssystem solche Lésungen hitte, was nach 
Satz 3 in Widerspruch mit der Existenz einer beschrankten vorderen 
Reziproken steht. Existieren jedoch mehrere beschrankte vordere Reziproke, 
so existiert nach Satz 1 keine beschrinkte hintere Reziproke, d. h. das 
Gleichungssystem (3) hat im allgemeinen unter den angegebenen Be- 
dingungen keine Lésung. 





+ E. Hilb 
§ 3. 
Bestimmung einer beschrankten vorderen Reziproken. 


Setzt man in (33) die Koeffizienten der Bilinearformen einander gleich, 


so erhalt man, da nach (26) 
(35) @,, = 4.4, + (k—1)b +b x 


i-k+2 I—k+1 


ist, wobei die a und 6 mit negativem Index oder dem Index 0 den 
Wert 0 haben, 


\@, 7 b,x), T b, Fiz = 9,,9°"", 


\ Gy + b.2) Y;, + (4, + b, + 6,2) pj + 26, pig = 909, 


(36) (Gn +Bn%) qi +(Gn—1t+bn+by-12) Diet... +(aa—m+mbn— mit On—m%) Pimeit 
+ (a, + (nm —1)b,+ 56,2), +b, ,,., =95;,9° 
Es ist dabei 
(37) 4,,=1, O,=—0, wem i+k. 
Setzt man nun . 
(38) > Vine" = 9; (2), 


a=1 


so ist unter Beriicksichtigung der Definitionsgleichungen (5) von a(z) 
und b(z) 


1 i } 
(39) (a(z) + 42b(z)),(z) + b(2)5 ‘8 = L(9,(z))=2*"! 


(¢a1,3,3,..-), 
und umgekehrt geniigen die Koeffizienten der Reihenentwicklung eines 
jeden Integrals dieser Differentialgleichung nach steigenden Potenzen von 
z den Rekursionsformeln (36). Wir nehmen dabei zunichst (0) als von 
Null verschieden an. Ist daher g <|z,|, wo z, die absolut kleinste Wurzel 
der Gleichung (6) ist, so gibt es unendlich viele vordere Reziproke von 
A, wobei man zeigen kann, da diese beschrinkt sind. Um eine eindeutig 
bestimmte vordere Reziproke zu erhalten, nehmen wir also an, es sei 





(40) |%|<—qg< | 2%]; 


x 


damit dann > 119" ‘(1 —1] konvergiere, mu8 ;(z) als Integral von 
= 

(39) so bestimmt werden, daB es sich an der Stelle z, regular verhilt. 

Nun ist allgemein 


Zz 

* @(z) z J biz) 
—-|——dzr Ses 

Joe) je 1 zz ,0 


(41) y;(z) = e-*%e | 
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wobei y, die Integrationskonstante ist. Ist nun 


(42) Tay allgemein t=, (j= 1,2,...), 
\dz/eaz, \dz z=2; 
80 ist 
iz) 
: “5 ba “en 
(43) e =(z—2z,) “$B, (2—2,), 


wobei ‘§, (2 — z,) Potenzreihen nach ganzen positiven Potenzen von z — z, 
sind. Unter dem Integralzeichen in der eckigen Klammer von (41) erhiilt 
man (z— 2, os ¥,(z—z,); ist also 9, weder Null noch eine negative 
ganze Zahl, so erhalt man durch Ausfiihrung der Integration zwischen 0 
und z einen Ausdruck der Form (z — z,)" 9, (z—z,)+ /j, wobei J} in 
bezug auf z eine Konstante ist. Setzt man dann 

(44) an +e 


fi ' 


so ist w,(z) an der Stelle zz, regular. Ist 9, keine ganze Zahl, so ist 
das so bestimmte Integral von (39) das einzige, das sich bei einem Um- 
laufe um z, nicht andert. Diese Tatsache fiihrt zur expliziten Bestimmung 
von y;. Nach einem Umlaufe von z um 2, geht v;(z) in ;(z) itiber, wobei 








z 
> + a(z) 
-53 T i-—1 22 Soa* 
: — ) bie) gt! ,8 
(45) %, (2) == e-2*V—-14 ¢-F%¢@ a ea. dz 
. b(z) 
C, 
S ats) 
z J pa ae 
i—1 ,22 0 
ge C6 
mT e27V—la ”. 
b(z) dz+ 7, 


0 


ist, wenn allgemein C; das Schleifenintegral von (0 um z, (j=1,2,...) 
nach () zuriick bedeutet. 


Es muB8 also sein 





| 5a 4 
: a zt—1,27,0 ve 
(46) Y= O-84V—1ts 57) dz+ y;, e~22V—1e, 
Cy 
oder 
a(z) 
bq) ** 





1 i—1 .22,0 
1 
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Es ist also das Integral 


z 
a(z) 
_ felt gs z se dz 


bi z*-1 ,*7 6” 
— —Z£z uv ————————— 
(48) Pp; (2) = e-*#e Tf 572) dz 


0 


s 
a(z) 


b(z) 





(= es as| (¢=1,2 ) 
eaV-ia_ 19 bz) , Sarees 
in eine Potenzreihe nach ganzen positiven Potenzen von z entwickelbar, 
die fiir |z|<|z,' konvergiert. Ist 9, eine positive ganze Zah], so kénnen 
wir setzen 





) z 
~fetas i-1 ,22 ,0 
(49) p,(z) = e-##e 0° fF > -dz, 


und die folgenden Betrachtungen werden nicht wesentlich geandert. 

Im nachsten Paragraphen zeigen wir, daB die vermittels der Funk- 
tionen @;(z) gem&B (38) und (32) gebildete Bilinearform ®(x,¢) be 
schrankt ist. Dieses vorausgesetzt, folgt aus (34) der Wert von &, und 
es ist nur zu zeigen, daB wenn 








(50) = Sf" (z)=y, 
auch 
- - l—1)/ d*-ly es 
(51) = Soul (a) = = fir £=2,3,... 
=i 
ist, d. h. daB man allgemein 
(52) oF bas (E=1,2,...) 


het. Wir setzen 
dé =) (2% x1 \ gi—1),. * 1-1) 
(53) qe = Dae +a) P= Saul” (2), 
i=i 


wobei g;,o=0 ist, und haben also zu zeigen, daB (53) erfiillt ist, wenn 
(54) 


gesetzt wird. 
Nach (38) ist (53) sicher erfiillt, wenn 


a 
“Ge +n) Strout = %,,,(2) 


Aesat — Pests 


ist. 
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Nun ist entsprechend der Definition von Z nach (39) fiir jede Funk- 
tion o(z) 


(55) L[2 2) 4 so(2)| 





= (a + bx) $2) 4 oF (SEE) + (a+ bz) p(z) + 20S + by(2) 


= £[L(9(z))] — by(2) +2L(9(2)) +0 0(2), 











also hat man die allgemein giiltige Formel: 


(56) L[ 32+ z9(2)| = + [L(o(2))]+2L(9(2)). 


Es ist aber nach (30) L(¢,(z)) =z*-', also £ [L(9,(2))] =0 und daher 





(57) L (xn+1(z)) = 2**?. 


Folglich ist y,41(z) als Integral von (57), das an der Stelle z, regular 
ist, mit Ppi1 (2) identisch, woraus sich unmittelbar (54) und damit (52) 
ergibt. Es ist also damit bewiesen, daB 

. a*, 

(58) ai = a 
ist. oe 

Wir kommen nun zur Abschitzung von vat die sich unschwer 





Tl} 

aus der Tatsache ergeben wiirde, daB ®(z,y) eine beschrankte Bilinear- 

form ist. Wir machen aber hier die Abschitzungen direkt, um sie dann 

umgekehrt bei dem Nachweis der Beschrinktheit von ®(z, y) zu beniitzen. 
Bekanntlich versteht man unter 








(59) g(t) = O(h(4)), 
daB Foe von einem bestimmten i an beschrankt sei. Nun ist 
z 
a2) 5, 
5 biz) 





? z* 12% 6 J bot i 
(60) 57s) dz= O}|2'-'||dz|=O(|z,|+ +)’, 
At CQ, 

wo « eine beliebig kleine, aber feste, speziell von i und 2 unabhangige 
Zahl ist, derart, daB 





(61) |z,;+*<q, 
also gewiB 
Fade 
zt! ¢#% 6° ’ q° 
(62) J biz) dz—0(2) 


iat. 
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Um das erste Integral in der eckigen Klammer von (48) abzu- 
schatzen, wenn 
63) z =qe'~! P 
ist, wobei fiir qg die Ungleichung (40) gilt, setzen wir den Integrations- 
weg aus einem Radiusvektor R, von 0 nach einem Punkte des Kreises 
um 0 vom Radius g und einem Stiick K, der Peripherie dieses Kreises 
derart zusammen, daB R, von z, einen oberhalb einer endlichen Grenze 
liegenden Abstand hat. Wendet man dann auf das Integral lings R, den 
ersten, lings K, den zweiten Mittelwertsatz an, so folgt: 





Z 
a (z) 
; 1 ze Soi rf 
,t- i 
(64) Ee _ dz=—O(%), 
‘ (z) 1 
v0 
also 
— i 
(65) p(ge’*”) =O(% (0<d< 22), 
und nach dem Cauchyschen Satz fiir die Koeffizienten »,;, von q,;(z) 
(66) lon <s. 
? 


wo M eine positive GréBe ist, die fiir alle i und / unterhalb einer festen 
Grenze bleibt. Ist also 2, eine feste, wenn auch beliebig kleine GréBe, 
die jedenfalls kleiner als g ist, so hat man, da 


8 ———— 
(67 ) lim V} f"(x)| <q, 
li-a 


bei geeigneter Wahl von +, 
. 1 = 

(08 | ¢* ¢ a)|<| lq—e,|"’," 

wenn |1>L, wobei 1 eine geniigend groBe Zahl ist. Aus (34) und (58) 


folgt daher 











ow "= L 
, : _ ie” y|_ ; f" 1) (y) | “7 c 1) (2) | 
con) z ida aa ba Mq' >’ q! r |< a? 2 ~ get 
jai 
4M yin dhe 
F q' 1-1 ? 
in q 

also 
(70) §,= 0(q"*), 
und damit 


(71) 
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Wir haben also 
Satz 4. Set |z,|<q,<|z,| und 
ns ae Tee 
(72) lim a’ f(z) 


i+@ dz! 








<> 
80 hat die Gleichung (1) eine und nur eine Lésung y, fiir welche 
73) fim V/|#¥2)| <q. 

iv dx* ie 


Die Lésung ist eine ganze transzendente Funktion von x, die durch (50) 
dargestellt ist. 








Es ist dabei aber noch zu zeigen, daB y(x) die einzige derartige 
Lisung ist. Giibe es nun eine zweite Lésung y,(x), so daB sogar all- 
gemviner 


(74) fim / ove y(2) q" 


i~>s 


wobei 
lz.|<qt <|2|, 

so bestimmen wir g so, daB sowohl g, als auch g* kleiner als q sind, 
wahrend |z,| gréBer als g ist, und (4) gelten mége. Man hatte also fiir 
die Gleichung (26) mit den Unbekannten ¢, zwei Systeme von Lésungen 
mit absolut konvergenter Quadratsumme, was nach der im Anschlu8 an 
(34) gemachten Bemerkung in Widerspruch steht mit der Existenz einer 
beschrankten vorderen Reziproken. 


Zusatz. Nach (48) und (62) ist 





z*—! #7," iat 
(73) #4(0) = e%=>=——— [ : dz—O(*). 
e . 1 


§ 4. 
Nachweis der Beschrinktheit der vorderen Reziproken. 
Nach (32) ist 
-1 
(76) O(2,y)— 3 See (k—1]2,y,, 


° #1 k=1 
wobei 


DS l2|'° <1, DS ly7i<1 
t=1 


#=1 
sein mége. Da 


(77) | alsV Ses Sia 


t=1 











, 
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so ist, wenn M eine feste endliche Zahl bedeutet, nach (75): 


(78) > ae z|<uV S12 


> = fa 


so daB es geniigt, 


(79) yye 


i=1k=2 g 


qt? 

(k—1) 
ed a = ®, (x,y) 
zu untersuchen. Nun ist nach (39): 


=: 





7 . dg(z) —a(z)g(z)+2*—' ? 
(80) 2 Put (k—-1)=-F" = Biz) — #9,(z), 
wobei sich foes) an der Stelle z, regular verhalt, so daB sich auf der 


rechten Seite von (80) die unendlich werdenden Terme wegheben. Um 
diese Glieder wegzuschaffen, setzen wir 





(81) h(z) =(z—2,)b, (2), 
so dab 
b, (2) — 0, (2) 
! l z—z 1 
(82 — = LS = } 
h(z) (2—2,)0,(z,) b, (z,) b, (z) Gaujbtay + Ps (2) 


wird, wobei f,(z) fiir |z| <|z,| regular ist; dasselbe gilt von «,(z), wenn 


a(z)—a(z 
(838) @\ Si 1) =«, (2) 


~ ~ 
~~ a 


gesetzt wird. Dann hat man 

















@(z)gi(z) _ a(z)—a(z,) gi (z) — 9 (2) a (z,) (2) 
(84) (a—2,)b, (2,) ~~ Ge— eb (a) 868) + (4%) aay Ge.) (z—2z,) 5, (z,) 
und 

. 2t-1 git 2-1 
(99) (z—2,)b,(z,)  (z—2,)b, (2,) + (z—z,) 0, (z,)° 
Es ist also 
(or d . ‘ 
(86) Pel) = — a(2) B, (2) q,(2) + 21 B, (2) — 2g, (2) 
_ (2) _ @(%) g(2)—g(%) , 2 *-2f" 
B, (a) 74 ) b, (2) t—%, T ayo tm)” 

Man kann sich auch Jeicht durch direktes Ausrechnen iiberzeugen, dab 
(87) a (z,) 9 (2,) — he 





(z—2,)b, (z,) ei (z—2,) 6, (z,) 


ist. Wir entwickeln nun die rechte Seite von (86) in eine Potenzreihe 
und setzen: 
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Sun = 1 e+t-2 12 2 
(88) h,(z)=—2* (0) + amayitay ia = Sous +a b, (2) 
—>'p, ¢2*- +355 ct ’ 











k=t+1 

(89) (2) = — (2) B, (2) (2) — 29,(2) — FS 9, (2) 
ia may vi See = S402 —2 
Dabei ist wegen (65) fiir i> 1: 
q*? 
(90) Maximum g,(gqeV—?*) <3 
wo 0<¢< 2a und M eine geeignet ontiien on positive GréBe ist. 
Es ist nimlich | @,(z,)|< Maximum | p,(qe¥—"*)| und ———\— bleibt 
lae¥-??_2, 

unterhalb einer endlichen GréBe, dasselbe gilt von a(z), £,(z), «,(z) 
fiir z= eV-'%q. 


Es ist also fiir k> 2: 
i-k 
(91) Pink — 1) — Be-s + FG %n + Giz» 


wobei f, und aile £ mit negativem Index Null sind und o,,=0, wenn 
i—k< 0, sonst o,,=1 ist. 


Nun ist, wenn @ die zu a konjugiert komplexe Zahl ist’): 
2a 


2x 
(92) fi g(qev-! @)\* d? =f Songrteani=e Sgag'te-"-V- oda 
) &=3 i=? 


U 
im 22>) |9,,|"q2*-™, 
k=2 
also nach (90): 


: M® ¢°s-») 
(93 anol fd _. 


Daher ist nach der Schwarzschen Ungleichung: 


a — ao = 
(94) P 2: yt 7 < Sil 3 ial ate-V Sy 








i=1 k=? 


= Susie +M,<* VSS) +4M,, 


q i=2 i=2 











*) Vgl. A. Pringsheim, Uber das Verhalten von Potenzreihen auf dem Konver- 
genzkreis, Miinch. Sitz.-Ber., 1900, 8.62, oder E. Landau, Darstellung und Begriindung 
einiger neuerer Satze der Funktionentheorie, Berlin, Springer, 1916, S. 8. 
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wobei 
(95) aie 3 lgsx!'9 8a- <M. 
gesetzt ist. Daher ist 
so @ k-2 
. Gik@ 
t= = 


Ferner hat man 


(97) yet iq’ agen -¥ Sai -2 a se 








i=1 k= i=1k=i+1 i=1k=1 f 
= > Stems, 
also ; — 
(48) | >? yon “#.9s| $2" p, oD |ayee| 
i=ik=2 ‘ = i= 
<D'\4, eV Sie" Siat <3 B,\q" 
k=1 t=1 i=! 


SchlieBlich ist 


~ i-2 

















i it gt-2 | zt gi-2-# 

(99) Sew aoe ny 
“laa oe (z,) 7; Yi-k \sx265 q / ) tart! aie 
= i=? k=0 

ll 5 - 1 
3 ( q / xc 3: %;| ‘3 mI ie — 1!) 0, (2)| 


Aus (76), (78),-(91), (96), (98) und (9) folgt, daB ®(2,y) be- 
schrankt ist. 


Kapitel IL. 
Abtrennung der Glieder &, in dem Gleichungssystem (3). 
§ 1. 
Aufstellung der vorderen Reziproken. 

Wir nehmen jetzt an, daB a(z) und b(z) fiir |z|< |z,| regular seien, 
setzen ferner 
(100) |_| <q <| 25 |; 
sehjieBlich sei 


uae cae’ | 
(100a) lim y |ff@ < 
i>= | dx* 
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Um nun Integrale einer (39) entsprechenden Differentialgleichung zu er- 
halten, fiir welche die Potenzreihenentwicklungen nach Potenzen von z 
fiir |z| gq konvergieren, setzen wir in (2) die beiden Glieder, welche é, 
enthalten, auf die rechte Seite, betrachten also das Gleichungssystem 


(a, +6, 2) y’+(a,+b,2)y"+...+(a,+6,2) y+... 
= f(z) —(a;+6,2)y, 
(a, +6, +5, x) y’+(a,+6,+5,2)y"+...+(a,_,+56,+56,_,2) y+... 


1) =f'(z) —b,y, 
26, y’+(a,+26,+56,2)y"+...+(@,_.+2b,_,+5,_.2) y+... 
_ f(x) 
in welchem y’,y”,... als Unbekannte aufzufassen sind, wahrend wir y zu- 


nachst als bekannt ansehen. Wir dividieren wieder die i-te Zeile durch 
[¢ -- 1]q*~* (vgl. (22)) und setzen 


at ‘ ; 
(102) ro aii=q't, (k=1,2,...), f(#)—(a,+b, 2) y=—y,, 


{ (z)—by f8- (2) ages 
Ta-1]¢ = 4 fie" (¢=8,4,...). 
Dann hat man also die Aufgabe zu der beschrankten Bilinearform 


k 

(103) A(z,¢)= >) DSS t__2t,, 
ft=1 k=1 [t— 1 \q°- 

die hintere Reziproke 


(104) Miy = 3 Sree [k—-1]o:¥ 


{=1 b= 
so zu bestimmen, daB 


(105) A(x,¢) ¥(¢,y) 


x 


k ’ i-1 
Qik y qg 
Pex Sa (tn 


j= imi fat L*—1]¢ i=t 





wird, 


Gibt es dann eine und nur eine vordere beschrinkte Reziproke 


(106) O(2, PP a [k—1]2,¢,, 
¢=1 k= 
so daB 
%%; = a = 
07) D(x,¢)A is) ee ee a Nay = De 
f=1 [=1 k=1 q i=1 


’ 
Mathematische Annalen. 82. 2 
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wird, so erhalt man entseprechend (34) fiir die durch (102) definierten 





Unbekannten ¢, 
= Peni! p teeual (4, +, 2) Mepis ts Paris 
(Bal, 3,...) 


und zwar ist dieses das einzige lLésungssystem der Gleichung 
A(x, ¢)= E(x, y) mit absolut konvergenter Quadratsumme, was genau wie 
auf S.7 aus der Existenz einer beschrankten vorderen Reziproken folgt. 


Wir setzen 
(109) (@y + BD, 2) esas + Oy Persie = Bess, 
dann ist nach (102) und (108) fiir k=1 
d = . 
(110) det By = Dont! ”(z) 
allgemein 
(111) Sear + Besiy => gest f (2) 
i=1 
es ist dann noch zu zeigen, daB 
9) d*¥y = e(i—1) 
(112) coe + Mavi y =D, Perit f” "(2) 
t=1 


ist. 
Zuc Bestimmung der ¢,, erhalt man aus (107) das Gleichungssystem 
(a, + b, ©) Gj444 +(G, +O, +B, 2) D419 + 28, P4153 = 5,595": 


(113) (a, + b,2)9,.,, +(@,+9,+ 5,2) 9454 
+ (a, + 2b, + b, 2) M445 + 3B, M45, = 959°, 


fiir i=1,2,..., wobei 6,,=—1, 6,,=—0, wenn i+k. 


Dieses ist aber das Rekursionssystem (36), in welchem die erste 
Zeile fehlt und o,,,, statt p,, geschrieben ist. Setzt man also 


(114) D> Pirie”! = Pi+1(2), 
r=1 
so ist 
d ' 
(115) L(p,,, (2))=(@(z) + 2b(2)\ p44 (2) + O(2)F M41 (2) = Bai te 
oie (9 =1,2,...) 





(116) L(@,(z))=(@(z)+ xb(2)) y,(2) + b(2) <4) = E,+2*-) (¢=2, 3,...). 
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Es ist dann Z; so zu bestimmen, daB (116) ein Integral hat, das 
fiir |z|<|z,| regular ist. Wir wahlen zu diesem Zwecke fiir y,(z) das 
an der Stelle z, regulire Integral und erhalten dann Z; aus der Bedingung, 
daB dieses Integral sich auch an der Stelle z, regular verhalten soll. Es 
ist also entsprechend (48) fiir #—2,%,... 


z 
z aiz) 














- Pals) ag -4 . diz) . 
J b@) | (£ + 9°!) e** , 
iy — g-22 0 Ses 
(117) y;(z) = e-**e | grt dz 
0 
z 
2 4, 
1 P(A 4 sf) ett eh d | 
lz 
+ p2ayat 4+ b(2z) | 
" 
und 
a(t) 
~ fier (B,+2!-1) fe bie) 
z 4 
— —Zz 
° : rf h(z) ds 
iD 
z 
"alz) 2 
1 (K, +2!) ef 2,0 biz) 
4. ; dz}. 
e27V-1es_] 3 h (z) 


Dabei ist 9, durch (42), der Schleifenweg C; direkt hinter Gleichung (45) 
definiert. 


Es ergibt sich daher fiir die von z unabhingige GréBe EZ, die Gleichung 


z 














a(z) 
(E i- Y ZZ, biz) 
R ute e d 
(118) | nC . 
z 
Jee az 
° biz) 
- ! (E,+ 2*~') e?7e" iad 
ae + | b(z) dz ($= 2, 3,...). 
—e me j 
Setzen wir nun 
4 z 
{ime fear 
1 e**e 1 fs ‘ 
° — = z=: Y. (2), 
an —pae b(z) dz 1—e27tV—-1e: 6(z) d 1 ( ) 
1 
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80 ist 


Zz 
* az) a(z) 
1 * {=3 88 | ae , a {ise 
120 |: e**e i f: e**e p™ 
ees 1—e2 7-12 b(2z) 1 —¢e27V—1e b(z) 
C Cs 
_ d*-1Y, (2) 
bins dz*= 








da bei jeder Differentiation nach z die beiden Integranden mit z multi- 
pliziert werden. Man erhalt daher fiir Z, nach (118) die Gleichung 
dé-! Y 


2) + BY, (2) =0 (fir §— 2,3, ...). 


(121) 
dz 
§ 2. 


Zusammenhang mit einem durch die Laplacesche Transformation 
erhaltenen Integrale der zu (1) gehérigen homogenen Differential- 


gleichung. 
Die Laplacesche Transformation der Differentialgleichung 
= r—-1 
(122) > (a +b, 2) —4 = 0 
z 


r=1 


besteht bekanntlich darin, daB man 
(123) y= fov(z)erde 


setzt und den Integrationsweg J sowie die Funktion v(z) auf folgende 
Weise bestimmt. Es ist 





d”—*y 
(124) —< —[v(s)ertereds, 
dz ; 
*—1 
(125) oY — [o(2)e-tzerrds = [o(2)er-tZereds 
J J 


= [v(z)2"-'e**] —{ (orto(2))er*ae. 
J 
Dabei bedeutet [g(z)] die Differenz der Werte von g(z) in den beiden 
Endpunkten des Integrationsweges J, der so gewahlt wird, daB in (125) 
fiir alle »=1,2,... die eckigen Klammern Null werden. Dann erhilt 
man durch Einsetzen in (122) nach (5) 


(126) [{Z@eo12) — a2) o12)} ede —0, 
J 
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was sicher erfillt ist, wenn 
(127) £ (b(2) (2)) —a(z)v(z)=0 


ist. Fiir die Behandlung des Falles allgemeiner ganzer rationaler Ko- 
effizienten der Differentialgleichung (1) ist die Bemerkung von grund- 
legender Bedeutung, da8 (127) die adjungierte Differentialgleichung ist von 


(128) b(2)S% + a(z)w(2)=0, 

welche aus der entsprechend (39) gebildeten Differentialgleichung 
du 
Zz 


(129) L(u) = b(z) q 





+(a(z)+2b(z))u=0 
durch die Substitution 
(130) w(z) = e** ul 2) 


hervorgeht. Im vorliegenden einfachen Falle findet man durch Integration 
von (127) 

{ime 

e 


Als Integrationsweg J, fiir welchen die eckige Klammer in (125) 
verschwindet, kann man, natiirlich unter Voraussetzung, daB dadurch der 
Regularitatsbereich von a(z) und 6(z) nicht iiberschritten wird, einen 
Doppelumlaufweg um die zwei Punkte z,, z; fiir j)—2,5,... wahlen, der 
also aus den Schleifen C,, C;, Cy" und Cj" zusammengesetzt ist. Man 
erhalt*) also als Integrale Y; von (122) 


(132) ¥,(1— e**¥"'%)(1 — e** “Te 44) 
Zz Zz 
ai" fine 
ee @xy-1¢ at 27y-ie,, | e**e 
Oia vn) fo -- | sar- ds, 
CO ‘j+t 


Die so erhaltenen Integrale sind ganze transzendente Funktionen 
von x, und speziell ist Y,(z) mit der in gleicher Weise bezeichneten, 
durch (119) definierten Funktion identisch. Aus den asymptotischen Dar- 
stellungen der Y;(x), wenn x in geeigneter Weise auf einem Radiusvektor 
in das Unendliche geht, folgt, daB, wenn die 2; wie wir voraussetzten, 


*) Vgl. etwa L. Schlesinger, Differentialgleichungen, Sammlung Schubert XIIT 
(1900), S. 199. 
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keine ganzen Zahlen sind, kein Y;(x) identisch verschwindet; auf analoge 
Weise folgt iiberdies, da8 zwischen endlich vielen Y;(x) keine lineare 
Relation mit konstanten Koeffizienten bestehen kann, d.h. da8B die aus 
ihnen gebildete Funktionaldeterminante nicht identisch verschwindet. Zu 
diesem Nachweise ist aber im allgemeinen notwendig, x auf verschiedenen 
Wegen in das Unendliche gehen zu lassen. 

Entsprechend (60) folgt nun 








d*1y : 
(133) gett = A(l8411 +2) (g=1,2,...) 
und speziell 
ty, — (q'\ 
(134) = — =O\--), 


wenn fiir g (100) gilt. 

Die durch (121) bestimmten Funktionen Z; kénnen in der komplexen 
z-Ebene Unendlichkeitsstellen besitzen, namlich die Nullstellen von Y, (x), 
die aber im Endlichen keinen Haufungspunkt haben. Liegt aber x auf 
einem Kreise um den Nullpunkt, so daB die Punkte dieses Kreises von 
der nachsten Nullstelle von Y,(2) einen oberhalb einer endlichen, festen 
GréBe gelegenen Abstand haben, so folgt aus (121) und (134) 


(1342) B,=o(). 


Fiir die GréBen EZ; besteht ferner eine einfache Rekursionsformel. 
Aus (121) folgt durch Differentiation nach x 
» AY, (2) 


(135) re 


+E,¥,+H,¥, =0, 
ferner ist nach (121) 
d*Y, (zx) 


az* 


Y/+£,Y,=0, +E,,,¥,(z)=0. 


Indem man den Wert von Y, aus der zweiten in die erste Gleichung 
einsetzt, erhalt man durch Vergleich mit der dritten Gleichung 
(136) E,,,=E;— 2,2, (¢ = 2, 3,...). 


§ 3. 
Integration der Differentialgleichung (110). 


Indem wir wie im ersten Kapitel den Beweis, daB D(x, y) eine be- 
schrankte Bilinearform”) ist, auf den Schlu8 verschieben, wenden wir uns 


*) Dabei mu8 man allerdings in der komplexen z-Ebene die Nullstellen von 
Y,(z) durch kleine Kreise ausschlieBen. 
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zur Integration von (110). Man hat, wenn k(z) eine beliebige, von x 
unabhangige Funktion von z ist, in k(z)Y,(a) ein Integral der zu (110) 
gehérigen homogenen Differentialgleichung. Das allgemeine Integral von 
(110) setzen wir versuchsweise in der Form 


(187) = 2 rile) fo" 

an und setzen 7 

(138) > 3,(z)2""' = 9, (2). 
i=1 


Durch Einsetzen von y aus (137) in (110) erhalt man 


(139) > (¢i.+ V11-,+ #, 9, ,) f°" (x) =)) ¢,f""(2), 
i=1 t=1 


wobei wieder y,, = 0 gesetzt wurde. 

Die Gleichung (139) ist sicher erfiillt, wenn 

d 

(140) Tz (Pr (2)) + (2 + B,) p, (2) = (2) 
ist. Wir behaupten nun, daB die an der Stelle z, regulire Lésung von 
(39) fir ¢=1, die wir jetzt mit g{‘!(z) bezeichnen wollen, (140) be- 
friedigt, wobei jedoch nach (100a) die daraus gebildete Reihe (137) im 
allgemeinen nicht konvergieren wird. Wir setzen 


(141) 5 (@!"(2)) + (2 + By) g!""(2) = x(a), 

dann ist nach der allgemein giiltigen Formel (56) 

(142) L(x(2)) = # [L(p!"(z))] + 2L(p!"(z)) + BL (g!"(2)), 
und da nach (39) L[!")(z)] =1 

(143) L(4z(2z)) =2+#,. 


Da aber z(z) an der Stelle z, regular ist, so ist es nach (116) und 
(117) identisch mit g,(z), was zu beweisen war. 
Es folgt dieses iiberdies durch direktes Ausrechnen aus (48) und (117). 


Das allgemeine Integral von (140) ist also 
(144) Pp, (2) = pl""(z) + k(z) e-#* Y (x) 


und also nach Definition von ¢!")(z) und Y,(z) eine ganze transzendente 
Funktion von z. 

Da z =z, keine singulare Stelle der in (140) auftretenden bekannten 
Funktionen ist, mu8 man k(z)=&*(z) so bestimmen kénnen, daB das 
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entsprechende Integral 4 *(z) fiir |z| <|2,| regular ist. Wir setzen, um 
dieses rechnerisch durchzufiihren, wenn Y,(z,) +0, 





z z 
f Faw) z awa A de 
145) &*(2) ~ d fe! a, | 
“a LJ) BDH Gee) “* ~ | eavaies J BG) Cm) I 
0 


1 
also nach (48), das fiir i=—1 !" (a) darstellt, 


r z 








[itary f fe, 
biz) e** Y,(z,)—e***Y, (2) 9 o@ 
+) * — g-tt 1\*o 1 a 
(146) = pf (2) = e-*7e J bG)Y,lm) ° és 
0 
z 
. ait), 
¢- 1 [eager 1 as| 
1 —e27V-les b(z) ¥, (2) iy 
rie 


Geht bei dem Umlauf von z um z, q*(z) iiber in ¢*(z), so ist 


z z 
a(z z *alz) 
: dz 


—— de biz 
b@ e**yY (a) —e* *Y (x) | oa, 
* — 0 1 Labed 
(147) 9"(z) = e-**e lf b(z) Y, (2) “ ” 


z 
"a‘z) 


4 g72*V-le e**Y, (z,) — e*** Y, (z) Joa 
6( 2) ¥, (a) 





“0 


dz 





Cs 


az) 


on 
[ettenseone J bus) da). 


1—e2*V-1e b(z) Y, (29) 





Ee ist daher ¢*(z) = m*(z), wenn 


* a(z) 


Jel ley — dz 
—2a7y-1¢ a Y, (2) —¢* *Y,(2) li 
(148) e af biz) Y, (as) e dz 





Cs 





tay=i fie 
e tay ay | ede ¥,(#) ,i a dz, 


1—et*V=1e b(z) ¥, (a) 


was aber nach (119) entsprechend der Definition von Y,(x) und Y, (%) 
eine Identitaét ist. Daraus folgt aber genau wie in Kap. I § 3, daB o*(z) 
sich an der Stelle z, regular verhalt. Das gleiche gilt auch von der 
Stelle z,, wie aus der Definitionsgleichung von k*(z) folgt. Ist also k, (2) 
irgendeine fiir |z| << |z,| regulare Funktion von z allein, so ist die all- 
gemeinste Lésung von (110), welche dieselbe Eigenschaft hat, 
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(149) P, (2) = vf (2) + e-**k, an 
- St 4H (e) 3 3 yeti em. gt, 
wobei k, (z) = Shs gesetzt wurde. 


r=1 


Daher ist nach (137) 





e oa i-! 
, . ky 
(150) y= D's f(a) + ¥,(2) Sf” (x) > (— 1)" ia" 
i=! i=1 m=0 


om > vet" (2) +c, Y¥,(2), 
i=1 


wobei ¢, eine von z a Konstante ist. In der Tat setzen wir 


(151) 








aft "%) S(— — oN 
i=! m=0 
so ist 
- i-1 k o2™ i-1 
, =) 7 a mbm ({—1) _) he m ky in 
(2)= Sf Mis: 1° +S +31 (=) 2 ( 1° 
i-1 
i 2”—! 
7 »(t—1) y’ \m-1 l-m 
-S1 (7) 2 2 (- 0°" Sor 


ky nes 
J t ad a 

x : @S- eae =" 
Wir fassen die Ergebnisse dieses Paragraphen zusammen. Die Inte- 


grale von (110) sind ganze transzendente Funktionen von z und lassen 
sich in der Form (137) oder (150) darstellen. 


$4. 
Beweis der Gleichung (112). 


Zusammenfassung der Resultate dieses 
Kapitels. 


Wir nehmen an, die Gleichung (112) sei fiir irgendein k bewiesen, 
wir zeigen dann die Richtigkeit der entsprechenden Gleichung fiir k + 1 
Wir setzen 


détly = (-1) 
(152) dz 7 k+1 +Ey = DX tsul (x), 


dann haben wir also zu zeigen, daB (152) erfiillt ist, wenn 
(153) 


Ax+91 = Preai 
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ist. Es folgt aus der als bewiesen angenommenen Gleichung 





dy ; 7 b—1) 
(154) et Buss 9D Prsil (x 
i=1 
durch Differentiation nach 2x?) 


&+1 


, d y -(é—1) 
(a8) qe — Bis: y — By, iy + Bien Jf (a), 


i=1 
wobei 9, .,5 = 0 ist. 

Wir setzen fiir y die Reihe (137), fiir y’ die daraus durch Differen- 
tiation gewonnene Reihe und erhalten 


-(¢—1) 


(156) 44 — = S(-Biert- Eo. Pu Be. Pir-1 + Peet Ppeii-vf (x). 


Andererseits ist nach (152) 
q**! y 


x 
es i .7 \ git—1) 
(157) Soe =D (tases — Fase idl (%), 
t=1 


ergibt sich also durch Vergleich mit (156) 
(158) > tarale (2 
i=1 


=) ((B,4.— Biss) Q1,—He+i9 11-1 — Bear Vist Vest pest-1f ” (2). 
i 


Die Gleichung (152) ist also sicher erfillt, wenn 


48 


! 
- 


ms nea (2) =D) Mea?! 
(159) f 


= (Ey 4. — Bess) @, (2) — By 41.29, (2) — By. pi (2) + bes (2) + 20041 (2) 

ist, also nach (140), wenn 
Xe42() 

= (Ex+s — Exs1)p,(2) + Bess EB, 9, (2) — Buss Pq (2%) + pi+1 (2) +241 (2) 
und nach (136) fir i—k-+1, wenn 
(161) %e42 (2) = — Byss (2%) + pers (2) + 2 pe41 (2) 
ist. Aus (115) folgt aber dann unter Benutzung von (56) und (136) 
(162) L(x, , .(2)) = — Bes. B, —Besi 2+ Bisit 2B pst 2*tt= Epa t g*t 


(160) 


%) Im folgenden wird die Ableitung nach ~ meistens durch einen Strich aus- 
" d 
gedriickt, also etwa 91 (z)= Ta (% (2))- 
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und da z,,,(z) an der Stelle z, regular ist, ist es mit dem durch diese 
Kigenschaft bestimmten Integral q,42(z) dieser Differentialgleichung iden- 
tisch, wodurch die Gleichung (153) und damit die Gleichung (112) fiir 
alle Werte von k bewiesen ist. 











-1 
Wir kommen nun zur Abschitzung von : a. Aus (117) und (134) 
z 
folgt aus denselben Schliissen wie auf Seite 12 und 1% 
= (yi : 

(163) v(qe"'") =0(4), (O<9<S2a1 
und auch 

. ‘qi 
(164) 9(0) = % =0(%). 
Daher ist entsprechend (i) 
(165) > Visrif (x) = 0(q*) 

i=t 

und also nach (112) und (134) 
‘san d*y P 
(166) dzt = P(9'), 
oder 
167) fim V/ || << 
ic Hae dxt| = a 








wenn x auf einem Kreise von beliebig groBem, aber festem Radius liegt, 
der von der nachsten Nullstelle von Y,(z) einen endlichen Abstand hat. 
Dann gilt aber (167) fiir alle im Inneren dieses Kreises gelegenen x ohne 
jede Ausnahme und y erfiillt auch in den zuniachst ausgeschlossenen Null- 
stellen von Y,(z) die Differentialgleichung (1). 

DaB es aber keine anderen Lésungen von (1) gibt, fiir welche (167) 
erfiillt ist, auBer denen, die man durch Integration von (110) erhalt, 
folgt genau wie auf Seite 13. Man hat also 


Satz 5. Sei (167) |z,|<q¢, <|2,| 


i 
(168) fim \/ 
lo @ 


so geniigen alle Integrale y von (1), fiir welche 


a‘ f (x) 
dzt 








@°? 














é > 
(169) tim V|$8| <<. 
der Differentialgleichung 
d = 1, 
(170) o¢ + B.y= D>) of" ” (x) 
i=1 


und sind ganze transzendente Funktionen von 2. 
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§ 5. 
Nachweis der Beschranktheit der vorderen Reziproken. 
Nach (106) ist 





(171) o(2,y)—S Seg ‘[k—1)a,y,. 
t=1 k=1 
Wegen (164) geniigt es, entsprechend (79) nur die Bilinearform 
F ’ 791414 4-2 (k—1) 
(172) (2.9) => 2 os ZY, 


zu betrachten. Nun ist nach (116) 


. dyis,(2) a(z Buy. +3" 
(178) S) o441088-*(b—1) = PH = — Fo, (2 )—2q;4,(2) + FIO) , 
k=2 . 


Dabei ist w;,,(2) und also auch a an den Stellen z, und z, 
regular, so daB sich also auf der rechten Seite von (173) die an diesen 
Stellen unendlich werdenden Glieder wegheben. 

Nun ist 


1 1 ! ; 
(174) 5G) ~ Gaa)b,t,) + Gaonyb tz.) + Fa'*)» 





wobei f,(z) fiir |z| <|z,| regular ist. 
Es wird also 

















. dgy.,(2) a(z)—a(z,) 
(175) ay = — @(2)B,(2)p,4,(2) — (e—a,)8, (2,) Vit (2) 
_ a(2)—a(z,) (z 2)— @(2,) i541 (2)—Pi4. (4%) aay Firs (2) — G41 (2e) 
(z—#,)0,(#,)?#*? b(z,) z—2, biz) t—£, 
— 20 (2) ' E B (2) + 2%8, (2) + g* sf 4 z'—2z 
Vi+s T 44+1P2 i 2 (z—#,) 5, (4) (2—z,) 6, (4%) 
Wir setzen 7} 5 ee 
: ; a - z'—2° z*—2} 
(176) hiss (2) 7 , (2) © (2—%) Oy (%) T = m)b am) 
se 6th gh-2 ft1-2 
=> hist of on +2 Gy 
k=t+2 k=2 . 


Die noch iibrigen Glieder von (175) fassen wir zusammen zu 


(177) 9i+1 (2) = > ti+18**, 
wobei wegen (134a) und (163) 
(178) Maximum g;,, (qe 7) 


=r 





aA 
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ist, wenn 0< #< 22 und M eine geeignete gewahlte Konstante ist. 
Dabei sind die Nullstellen von Y,(z) in der komplexen z-Ebene durch 
Kreise von beliebig kleinem aber festem Radius auszuschlieBen, damit 


(134 a) gilt. 
Wir haben dann dieselben Verhiitnisse wie in Kap. I § 4 und haben 
nur die dortigen Schliisse ab Gleichung (91) zu wiederholen. 
Kapitel IIL. 
Abtrennung der Glieder 6,, &,...,6, in dem 
Gleichungssystem (3). 
§ 1. 
Aufstellung der vorderen Reziproken. 


Wir nehmen an, daB a(z) und 6(z) fiir |z|<|z,,,| regular seien*) 


und setzen e 
(179) l2n411<9< |2,40 13 
schlieBlich sei ; 
(180) fim Y/ | ££ < 

i->> dat q. 





Wir betrachten jetzt das Gleichungssystem 
(a, rat ba, a) y™ + oi + Biss 2) ytd a eee 


= f(x) — >) (a+ b, 2) y*-», 


v=1 


(a, + 5, 4,4+5,2) y+ G,4,:+ O.4e+ b4,2) y**9+... 


=f’ (z)— » (@- + b,+ b,.2)y", 


r=l1 


(a,+ nb, + b, 2) y™-+ (a,+ 2b,+ b,x) y**9 +... 
= f® (2) — nb,y*», 
(n+ 1)b,y™-+ (a,+(n+1)b,+ 6, z)y*t9+... 
— f**” (x) 


oe &¢ @e. @ 2. e180 £1a 1 te RO Oy B.A OR re eee) 6 ee ee 


» ®» @# £4 2 -@ 2.04 2,2 2) © 2. 278 & Oe ee eee ee 


*!) Es geniigt auch, statt |z,,,| hier und in (179) eine GréBe zwischen | z, ,, | 
und |z,.,| zu nehmen. 
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in welchen y™, y*+",... als Unbekannte aufzufassen sind, wahrend 
y,y’,..., y®-» gunachst als Bekannte anzusehen sind. Wir dividieren 
wieder die i-te Zeile durch [¢ —1|q*-' und setzen 


E. Hilb. 


a*- l+k 
az getb-ic. (&E =1, 2,3,...), 


qgecite = Fath 


r#(6)— Secu +(i—1)b,_ 5.540, 5,4; x) y—) 








182) r=i oantag 
[i—1] OR 
(¢=1,2,..."+41), 
(f—1) 
aaa (i>n+42). 


Dabei sind wieder a,,b, sowie alle a und b mit negativem Index 
durch Null zu ersetzen. 
Man hat nun wieder die Aufgabe zu der beschrinkten Bilinearform 


k-1 
(183) = Sy ee x,¢ 


ete ; i=ikar [é—1)¢ ™ 
die hintere Se 


—1 
(184) ¥( (Cy yaa Ett aa “OMe 


t=l1k=1 





so zu bestimmen,.daB 


i-1 w 
7 q” Vans? l-1 
(185) A(z, n= >y > ds ott = ei 29: = D> 2; 


i=11=1 k=1 i—1}¢° q ‘=1 





wird. Gibt es dann eine und nur eine beschrinkte vordere Reziproke 





° ® k-1 ae | 
(186) P(x, C) => > eT — Jats 
ét=1 k=1 
so daB 
« 2 o k-1 at+i-1 x 
7 YN? yr? q k—1) 4 q a 
(187) ®(2,C)A(C ae os ar Reg 2 = 
f= = = 


ist, so erhilt man genau wie bei (34) und (108) jetzt fiir die durch (182) 
definierten Unbekannten ¢, 


—1 i 

“Pe anr? (¢—1) 1 a-1) 

(188) °.= 2th =e 3  Parnil ( 
l=1 q qg i=1 


a+i 


3 a 2 td (a, - i+! + - “ae 1)b, 149 + b,_ 141% z)y°~”, 


«) 


wobei die so definierten GréBen ¢, das einzige Lésungssystem der Glei- 
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chung A(z, ¢)= E(x, y) mit absolut konvergenter Quadratsumme sind, 
was sich genau wie auf Seite 7 und Seite 18 aus der Existenz einer be- 
schrinkten vorderen Reziproken ergibt. 

Wir setzen 


a+i 


(189) 2 Patni (,— m4 + (E— b,_ +2 +5,_ 141%) = ae 


(» = 1,2,..., 2”), 
dann erhalt man aus (182) und (188) fiir k —1 
> 


gem? 
(190) = 24+ Bye a- tt Bitte 5k 


4 


=D) Penrif (2), 


i=! 


n— : + Busse 52+ Bossy 


und allgemein fiir k > 2 





(191) Cea tS'Bose! dn’ —_¥ = Serf mane 
r=1 
0 
wobei ; Y y ist. Es ist dann zu zeigen, daB 
dz 
, q"t*- ly oe 1 hes 
(192) dghtt-t . t+ othe 2. r oh Seenl ”( (k= 2, 3, vee) 


ist. 
Zur Bestimmung der y,,;, erhilt man aus (187) das Gleichungs- 
system 


(G43 + O44 %) Pasir (Gat 5,4, 45,2) 0,452 +--- 
+ (M+ 1B, Pasinte = 4,9", 
(193) \4n +2 5, 45%) Gnosis t Gani t+ 49+ 5,412 ®)Pasiat--- : 
+(e ST OTD +e, \Pasinee | L (m+ 2)b, P45 nas = 559°, 


PR Se OD Se eee 


Dieses ist aber das Rekursionssystem (63), in welchem die ersten 
n Zeilen, deren linke Seiten Z,,,, (vy =1,2,...,) sind, fehlen. Setzt 
man daher 


(194) DS eeu.8-'= Pn+s(2), 


v=1 


80 ist 


(195) LH, 4; (2))=(a(z) + wb(z)) p, 4; (2) + b(2)* 9, ,,(2) 


= DS) Bus ip 2?t? + gitnnt (¢=1,2,...) 


vel 











oder 
(196) L(9,(2))= > Bee? 4+2" (intl, n+2,...). 
vy=1 


Es sind dann die GréBen Z;, so zu bestimmen, daB (196) ein Integral 
hat, das fiir |z| <|z,,,| regular ist. Zu diesem Zwecke wahlen wir fir 
p,(z) das an der Stelle z, regulaire Integral und erhalten dann fiir die 
E;,, welche Funktionen von z allein sind, ein lineares System von Be- 
dingungsgleichungen durch die Forderung, daB ,(z) sich auch an den 
Stellen z,;..., %,,, regular verhalt. Es ist also firi—n-+1,n+2.,... 
entsprechend (48) und (117) 














als) 
~ fetes (See 142% 1) se nas 
hig) 
- —i27r 0 r=l1 " 
(197) plzj=e ee if b(z) dz 
0 
z 
. \. Siae 
(S) Beat 428-1) et ei 2 
1 v=1 : 
ey a 
etV-laid biz) J 
und 
fie : 
b (2) 
ao 4 (. Be 2” + 3° ) e7* e" 
_ on bi , y dz 
rT b(z) 
0 
* a(s) 
(3 Ey, 2"~ tg sit) ¢! 7 e” die) 
1 
dz 
tae J= b(a) 
/ 


fiir 7 = 2, 3,...,m-+1, wobei o; durch (42), der Schleifenweg C; bei (45) 
definiert ist. 
Unter spe von (132) erhalt man also 


(198) hips + Pay ey %-1— 0 (j—2,3,...,.n41), | 
—_ (t=—n-+1,n+2,...). 
Dabei sind die Y; nach den Ausfiihrungen von Kap. II § 2 Lésungen | 
der zu (1) gehérigen homogenen Differentialgleichung und gema8 ihrer 
Definition durch (132) ganze transzendente Funktionen von z, fiir welche 
die Gleichung (133) gilt, so daB wegen (179) fiir 7 =—1,2,...,” 
(199) ed” —o(#), 


+ 





dz‘ 
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Die Funktionen Z,, ergeben sich aus den m linearen Gleichungen (198) 
fiir die n verschiedenen Werte von j als Quotienten zweier Determinanten. 
Der Nenner ist die Funktionaldeterminante der Funktionen Y, ,, kann 
also nicht identisch verschwinden, und bleibt nach Ausschlu8 der im End- 
lichen gelegenen Nullstellen durch beliebig kleine Kreise absolut genommen 
oberhalb einer festen, von Null verschiedenen Grenze, wenn |x| einen 
beliebig groBen, aber-festen Wert X nicht iibersteigt. Jede Zahlerdeter- 


i-1 
minante enthalt eine Kolonne abe. | (j =2,...,%+1), also ist nach 
dz*~ 
(199) ; 
(200) k,, =0(*) 
1 


fiir alle Werte von z, fiir welche |z|< X ist und die auBerhalb der 
kleinen, die Nullstellen des Nenners ausschlieBenden Kreise liegen. 

Um schlieBlich fiir die Funktionen H;, die (136) entsprechende Forme! 
abzuleiten, differenzieren wir (198) nach x und vergleichen die so gewonnene 
Gleichung mit derjenigen, welche man erhalt, indem man in (198) ¢ durch 
i+1 ersetzt. Man hat demnach 








(201) © a a+ 5% ar Yj-1 +m f Mit gp Se =, 
zx 


de 2” in 


wobei 


r-lLwy. 
(202) Oi Fiat ae 


dz a 


ist. Also erhalt man 
ty" 
(a3) + SH + Bi - — 
z vr=1 


wobei Z,, = 0 zu setzen ist. 
Da aber nach (198) 


a‘; d’~'y, 

(204) ry Fie + 3 Biya <—t = 0, 

so folgt 

(205) Eiaie= tet Ey,-1 — Bin Buss, (¢>n+1). 


Aus (197) folgt fiir alle z, fiir welche (200) gilt, entsprechend (65) 
und (163) 


(206) n(qe**) = 0(£) (OS #< 22) 
und auch 
(207) 9; (0) = 9; -o(f). 


Mathematische Annalen. 82. 3 
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Daraus ergibt sich aber durch Wiederholung der Schliisse des Kapitel II 
§5, daB die vordere Reziproke ®(z, y) beschrinkt ist, wenn nach Aus- 
schlieBung der Nullstellen der Funktionaldeterminante der Integrale 
Y,(z), (j=1,2,...m), |2|<X ist, wo X eine beliebig groBe, aber 
feste positive Zahl ist. 


§ 2. 


Integration der Differentialgleichung (190). 


Wir setzen das Integral von (190) wieder in der Form 


x 
(208) y= >) g(x) fox 
i=1 
an und setzen 
(209) D> Pr(2) 2! =¢,(2). 
i=1 


Dann ist, wenn wieder y,o(x)=0 gesetzt wird, 


x xz 
1- , \ ¢a- 
y’ =D a2, (a) f' ad | z)= D' (9, (2) +¢n-,(2))f" (a) 
i=1 l=1 
wir setzen >, %a1(2)2!-'=9, (2), 
h i=1 
” 7 - ay , i ‘o 
; = Zz P42) f° "(x)= > (5,(2) + Per (2)) fF * (2), 
i=1 t=1 
wir setzen > Pa, (4) 2'-' = g, (2) 
(210) es 


yn- on 5 (2) f°" _ Sat lz +y, 1-1 (a fo ""(2), 


iz 

wir setzen by 7,,,(%)2'-'= wp, (z), 
l=1 

d- 1), 


ga x (Pat (®) + Pura (*))/ 


i=1 
Nach (190) ist daher 


4 


(211) DS? (perl) + g,1-1(2)) (0 (x + 3 Basie 3 ote) "( 


i=! r=1 


. Asm 
- if " (a) 
i=1 
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Diese Gleichung ist aber sicher erfiillt, wenn 


n 
(212) * (%4(2)) + ze, (2) +>) BasirG(2) = Puri (2) 


r=l 


ist. Ferner ist nach (210) 


(213) * (@(2)) +-2y,(2) = Yrai(2) (v=, 2,...,n—1). 


Man hat also in (212) und (213) ein System von n linearen Diffe- 
rentialgleichungen fiir die Funktionen ,(z)(v = 1,2,...,). Um zunichst 


die Integrale des zugehérigen homogenen Gleichungssystems zu erhalten, 
setzen wir 


(214) y, (8) =e? Y (2). 
Dann wird 
q's (2) = e—** Y'(x),...,9,(2) =e-** ¥"""(2), 
4 (y,,(2)) +29,,(2) = e-7¥™ (2), 


so daB man fiir Y (x) die Differentialgleichung (198) fiir i = n+ 1 erhiilt. 
Durch 


(215) p;(2)= e-** Y*"'(2) Gat 1, 9,..;0 9 1,8,..8) 


erhaélt man also n Lésungssysteme des zu (212) und (213) gehérigen homo- 
genen Systems von Differentialgleichungen. Wir behaupten nun, da8 wir 


ein partikulaéres System von Integralen des inhomogenen Gleichungssystems 
aus 


216) y, (8) =94" 


(Zz 


erhalten, wobei q{'(z) die - Kapitel II § 3 eingefiihrte Funktion ist. 
Nach dieser Definition ist gj''(z) die an der Stelle z, regulire Lisung 
von (39) fiir i= 1, also von 


(217) L(gt'"(z))= 1. 

Dann ist aber nach (56), wenn wir die entsprechend (210) aus ''(z) 
gebildeten Funktionen mit gl"'(z), (r= 1,2,..., ), bezeichnen, 

(218) L (ep (2) )= Zz. L(p}''(z)) ag, ..., D(q egy) a ge! 


’ 


L(+ (ph! (z)) + 2qil(z))=2", 
also 


(219) LAF (ph!(2)) + 2gt! (2) + Basieg!(2)} = S Besice'4s°, 
r=1 vr=1 

und da sich der in der geschweiften Klammer stehende Ausdruck an der 

Stelle z, regular verhilt, ist er identisch mit dem durch diese Eigen- 


ue 
2 
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schaft definierten Integral o,,:(z) der Differentialgleichung (196) fiir 
i—n+1. Damit ist aber bewiesen, daB man g!"(z),..., pf'(z) ein 
Lésungssystem von (212) und (213) ist, aus dem nun als allgemeine 


Lésung 
(220) 9,(z)= @)+ Yh z)e*#Y"-(x) (¢—1,2,...,—1) 


erhalt. g,(z) ist eine ganze transzendente Funktion von z. Man kann 
dann die zuniachst willkiirlichen, von z allein abhangigen Funktionen k;(z) 
so bestimmen, daB die dazugehérige Funktion, die wir mit 9; (z) bezeich- 
nen wollen, fiir |z| <|z,,.,| regulir ist. Wir setzen, um dieses rechne- 
risch durchzufiihren, 





n n 
_ fstae a(ere et S'Hi(0) D rynth)e° 
° —£2 = “= 
(221) pi(2)=e-**e ° b(z) és 
0 
f 
a n om as 
b( 
(c** +28 SY (2) DS rye" "Je " | 


1 j=1 u=l 
1—e*7V—ter b(z) ~ 





Dabei sind die y;, Konstanten, die wir auf folgende Weise bestimmen. 
Damit 1 (2) sich bei einem Umlaufe um z, (o = 2,3,...,n2 +1) nicht 
andert, mu8 sein 
jem, 
z 2" 1 ® 
e S10) Sn! je 


(222) e- 87 V~Ien pt Te) dz 





. 
Cy 


tT + 8% Y a po-l 
a (e ’ p> =) Dnt je’ 
1—e8V-tn | ois) (22! 
C. 
oder nach (132) 
=| 
(223) Y,- 2)+ YY 2) y Fup (eee) =0, 
n=l dz’ S= 
also 





M) Sm, 7S5 (a9) = — 40-1 (j=1,2,...,m; om2,3,...,m41), 


wobei 4,;=1, 4;.-1.=0, wenn o—1+j ist. 
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Ist aber x, eine solche Stelle, daB an ihr die Funktionaldeterminante 
der Funktionen Y,_,(2) nicht verschwindet, so kann man die y;,, aus (224) 
eindeutig bestimmen. 

Daraus folgt aber, wie in Kap.I §3 und Kap. II, §3 da8 o*(z) 
fiir |z|<|z,,,| regular ist, und die an der letzteren Stelle beniitzten 
Schliisse zeigen, daB das allgemeine Integral von (190) 


(225) y= D>) o,f" " (2) + D6, ¥,(2) 
i=1 j=1 


ist, wobei gy}, jetzt die Koeffizienten der Potenzreihe der in (221) de- 
finierten Funktion @; (z), die c; Konstanten sind. Wegen (180) sind die 
so erhaltenen Integrale, also alle Integrale von (190), ganze transzendente 
Funktionen von z. 


§ 3. 
Beweis der Gleichungen (192). Beweis des in der Einleitung 
ausgesprochenen Satzes. 


Wir nehmen jetzt an, (192) sei fiir irgendeinen Wert von k = 1,2,... 
bewiesen, wir zeigen dann die Richtigkeit der entsprechenden Gleichung 
fiir &+1. Wir setzen 


d*tky 


i- ad | 
Re — +S Bosse? si = Sierneul! 


dann haben wir zu zeigen, daB (226) orf ist, wenn 


(226) 


= 


ze 
997 ) 7 oo oe : | 
(227) Z.4n41(2) = po = Pusner (2%) = Be Voxpenet 


i=1 
ist. Nun folgt aus der als bewiesen angenommenen Gleichung 


yrtk—! = a’-! = = 
(228 ) ae t+ DS Base =D tus nl (2) 
dz™ ee da’ I=1 
durch Differentiation nach x unter Benutzung von (210) 
"i ¢-1) 
(229) ¢ —_¥ _. -S Buse i =, py meee ie -— + Dx (Paeert Pa+ki- i)f (z 


=1 


- -33 En see Pil” ” (2) 


- 33 Baste a Pos ft "( (x) — 2, Basen (art mts) f° (#) 
=1 


=1 v=2 


+51 (Pn+eit+ Pa+ei- AT sa ”( 


t=1 
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Andererseits ist nach (226) 


= ® * 
, a*t* ‘ Ys + 1- 
(230) ro i - DD) Bavesie Grif" (2) + > tareenif” (2)- 
e i=xir=1 i=1 


Die Gleichung, welche man erhalt, indem man die rechten Seiten 
von (229) und (230) einander gleichsetzt, ist also sicher erfiillt, wenn 


(231) An+n+a (2) 


nn n 
= — ») Base (8) — >, Bast r-1o(2) — Bun (Pnl2) + 2, (2)) 
v=! v=2 


n 
-+ Pa+k (2) — ZY, 44(2) + >) Enve+ir Pr(2) 


r=li 
: oe , F d 
ist. Dabei ist wieder ,,,(2) = 7-(¢ n+e2))- 


Es ist aber nach (205) 


(282) | x | — Bysesiy = Eytan Baste, 

also 

‘ y’ , f , 

(233) An+nti (2) = —B Bins En+ir Pr (2) - EB, 4. (Pn (2) + 29, (2)) 
v=1 


+ pase(2) +297,4,(2), 
und nach (212) 


(284) An+n+s (4) 7 ~ Bien Pnsa(%) + Pn+k(2)+ 29,4,4(2)- 
Daher ist wegen (196) und (56) 
(235) LD (44441 (2)) 


n n n 
nase n 9 on 7 + 
= — By nn D>) Bntiet’~' — By 45,8 + > Ensert’' + > Barnr2”+2"# 
vy=l1 r=1 r=1 
nn 
_ D) Baseriet’-?+ 2+, 


r=1 


Da aber 7,,,,,(2) am der Stelle z, regular ist, ist es mit dem 
durch diese Eigenschaft definierten Integral p,,,,,(z) von (235) identisch, 
wodurch also (227) und damit (192) fiir jedes & bewiesen ist. 


Da nun aus (180) und (206) folgt, da8 


(236) Y eat*"(2)=0(%), 


t=1 : 
wenn |x| < X ist und wenn z auBerhalb der die Nullstellen der Funk- 
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tionaldeterminante der Y;(a) einschlieBenden kleinen Kreise liegt, so ist 
wegen (192) und (200) 


(237) lim // WVl<q 
iv-x dx* ome: 


und diese Gleichung gilt fiir alle x, fiir welche |2|< X, wo X eine be- 








liebig groBe positive Zahl ist, da das Maximum von fiir alle diese 


az 








« auf dem Kreise |z| = X liegt. 

Die Integrale der Differentialgleichung (190) geniigen daher fiir alle 
Werte von x, deren absoluter Betrag unterhalb einer beliebig groBen Zahl 
liegt , der Differentialgleichung (1) und zwar sind es die einzigen, fiir 
welche (237) erfillt ist, was man genau wie in Kap. 1 §3 und Kap. 2 
§ 4 zeigt. Damit ist aber der in der Einleitung erwaihnte Satz bewiesen. 

Zusatz. In dem letzten Kapitel wurde nirgends die Voraussetzung 
benutzt, daB die |z,|,~—1,2,...,%-+1 voneinander verschiedene ab- 
solute Betrage haben. Ist ferner b(0)=—0, also z, —0, ein Fall, den wir 
anfanglich ausschlossen, so sind fiir die Funktionen w;(z) die an der Stelle 
z= 0 regularen Integrale von (195) zu nehmen, 0 tritt dann eben an die 


Stelle von z,. 


(EKingegangen am 15. 3. 1920.) 








Ober diejenigen Integrale linearer Differential- 
gleichungen. welche sich an einer Unbestimmtheitsstelle 
bestimmt verhalten. 


Von 


Emil Hilb in Wiirzburg. 


Wir wollen zeigen, daB der Hauptteil der Ableitung in der unter dem 
obigen Titel erschienenen Arbeit von O. Perron’) sich nahezu unmittelbar 
aus folgendem Satz ergibt: Ist 
(1) | Bin \" <1 

i=0 k=0— 


und S| y;|" konvergent, so hat das Gleichungssystem 


#=0 


(2) E+ DS a,8—=y; (¢=0,1,...) 


k=0 


ein und nur ein Lésungssystem, fiir das >’| é, |" konvergiert. 
k=0 
Dieser Satz ist der elementarste aus der Theorie von unendlich vielen 
linearen Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten und setzt zu seiner 
Ableitung nur die Schwarzsche Ungleichung und die Neumannsche Reihen- 
entwicklung*) voraus. 


Setzt man ein Integral der Differentialgleichung (P,1) in der Form 


(3) y= >) D,«**” 
7=0 
an, so konvergiert die Reihe, wenn iiberhaupt, auch fiir |z|— R und zwar 


*) O. Perron, Math. Ann., 70 (1911), S.1—32. Wir beniitzen im folgenden die 
Bezeichnungen von Perron und setzen dessen Entwicklungen von 8. 1—6 voraus. 
Das Folgende soll dann die Perronschen Untersuchungen 8. 7—~18 ersetzen. Die 
Formeln von Perron bezeichnen wir durch Zusatz von P. 

*) Vgl. hierzu etwa E. Goldschmidt, Dissertation Wiirzburg 1911, 8. 21—23. 
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absolut; es ist bei geeigneter Wahl von M also | D,| < a Wir setzen 
nun 


(4) D,-.= 8°" E-_n, wo s>QN, 
dann ist 

M 
5 | &.- —— 
(5) | €. Wl <Tepe-W Rem 


Wahit man also # als feste positive Zahl so, daB (f R)~* <1, so muB 


> |ée-n" konvergieren, d. h. nur wenn diese Bedingung erfiillt ist, hat 
a=N 


(3) einen von Null verschiedenen Konvergenzradius. 
Wir setzen in (P,13) » — N =, und erhalten 


ute N-e-1 
(u+N) pus , a N . 
(6) aft? pe, + DS? altt™ pt = — Sat", Di (fiir u—0,1,...), 
A=0 A=0 
wobei , 3 bedeutet, daB das vorgesetzte Glied in der Summe wegzulassen 
ist, wobei ferner a“**) —1 ist. 


Wir dividieren durch £” a{“** und schreiben 


ute 





(7) Ent) yids = Yu (fiir «= 0, 1,...). 
A=0 
Dann ist nach (P, 15) und (P, 16) 
2 = 1)™~—1 ge 2 ge 
(8) \@,.3)< ee a alls G's 


(a+ N)™ Rete? getem® ~ (w+ N)(RB)MTEM?? 

und zwar gilt die entsprechende Ungleichung auch fiir 4= +e gema8 
der Definition von at”, 

Daraus folgt aber sofort, daS man N so groB8 wihlen kann, daB 


o “ate 


(9) > D |G)" <1. 


w=0 A=0 


Die Konvergenz von eo |y.|° folgt ebenso daraus, daB 
n=O 
oes @? (a+1)"-} < G@* (NW — e)™-1 
ati) pe S Ret¥—A ge (ut N)™ = BY (8 RY (up) 
(fir 4=0,1,..., W—e—1). 
Es bleiben also die N—e GréBen D,,...., Dy-,-1 zunichst willkiir- 
lich, so daB es also genau N — e linear unabhangige Lésungssysteme von 
(P, 13) gibt, fiir welche die Reihe (3) einen endlichen Konvergenzradius 
hat. Das aber ist der wesentliche Inhalt des Satzes von Perron, |. c. 8. 18, 
aus dem dann die weiteren SchluBfolgerungen wie dort zu ziehen sind. 





(Eingegangen am 5. 6. 1920.) 








Uber eine Klasse singulirer Integralgleichungen. 
Von 


Fritz Noether in Karlsruhe i. B. 


Die folgende Mitteilung beschaftigt sich mit linearen Integral- 
gleichungen : 


+a 
(1) a(s)p(s) +f K(st)p(t)dt=—f(s), 


deren Kern K(s#) einen einfachen Pol an der Stelle ¢ =< hat, bei Aus- 
schluB dieser Stelle aber quadratisch integrabel ist. Auf solche Integral- 
gleichungen fiihren beispielsweise Randwertaufgaben von der Art: Eine 
Potentialfunktion u fiir das Innere oder AuBere einer geechlossenen Rand- 
kurve zu bestimmen, die am Rand einer Bedingung 


(2) — a(s)* + b(s)<* + 6(s)u=2/(s) 


geniigt, wie sie in der Theorie der Gezeiten') und, wie ich an anderer 
Stelle zeigen will, in der Hydrodynamik schwach reibender Fliissigkeiten 
vorkommt, durch Ansatz der Lésung mittels einfacher oder Doppelbelegung 
lings der Randkurve (s.§ 5). Ferner fiihren auf solche Gleichungen 
Riemannsche Probleme der Funktionentheorie*). 

Wahrend bei Greenschen Randbedingungen*), auch wenn der Diffe- 
rentialausdruck nicht selbstadjungiert ist, immer die gegebene und ihre 


*) H. Poincaré, Legons de mécanique céleste, 8 (1910), S. 251f.; auch: 
6 Vortrige (Math. Vorl. a. d. Univ. Géttingen, IV) 2. Vortrag (Leipzig, 1910). 

*) D. Hilbert, Uber eine Anwendung der Integralgleichungen auf ein Problem 
der Funktionentheorie; Verh. d. III. international. Math. Kongresses, Heidelberg, 1904. 
Derselbe, Grundlagen einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen, 
3. Mitteilung (Géttinger Nachrichten, 1905); auch gesammelt herausgegeben (Leipzig, 
1912, im folgenden zitiert mit Kapitelzahlen) Kap. X. 

*) Das sind Randbedingungen, die fiir die adjungierte Aufgabe die namlichen 
Randbedingungen nach sich ziehen; siehe: R. Bar,-Uber Greensche Randwertaufgaben 
bei der Schwingungsgleichung; Inaug.-Diss., Wiirzburg, 1915. 
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adjungierte Randwertaufgabe gleiche Nullésungszah] haben, woraus die 
Alternative folgt, daB entweder die inhomogene Aufgabe fiir beliebige 
Werte der rechten Seite, oder aber die zugehérige homogene Aufgabe 
lésbar ist, gilt das nicht bei obiger Randwertaufgabe, wo der Unterschied 
gegen die adjungierte Aufgabe in den verschiedenen Randbedingungen liegt, 
wahrend die Feldgleichungen beider Aufgaben dieselben sind‘). Analog 
gilt zwar bei reguliren Integralgleichungen (quadratisch integrierbarer 
Kern) der Satz von der Gleichheit der Nullésungszahlen zweier Gleichungen, 
die durch Transposition des Kernes gegenseitig auseinander hervorgehen, 
und wieder die daraus entspringende Alternative. Dagegen laBt sie sich 
nicht behaupten bei Integralgleichungen mit nur ,,beschranktem“ oder 
iiberhaupt singulérem Kern’). In letztere Klasse fallt die obige Glei- 
chung (1) sowohl wegen des Poles im Kern, als auch wegen der Null- 
stellen, die die Funktion a(s) haben kann. In der Tat zeigt nun die 
folgende Untersuchung, daB die in Frage stehenden Lésungszahlen im 
vorliegenden Fall nicht die gleichen sind") und dariiber hinaus 1a8t sich 
in jedem Fall (gewisse Stetigkeitsbedingungen vorausgestzt) explizit die 
Differenz der Lésungszahlen, und zwar durch ein Cauchysches Integral, 
angeben. Der Beweis beruht auf einer Verallgemeinerung des schon von 
Hilbert, Kellog und Poincaré verwendeten Iterationsverfahrens (vg]. Anm. *) 
im §1), durch das die gegebene Integralgleichung auf eine regulire zuriick- 
gefiihrt werden kann, und dem dadurch erméglichten Vergleich mit einer 
speziellen Aufgabe, fiir die man die Anzahlen der homogenen Lésungen 
direkt iibersieht (§3). Die gleiche Differenz besteht dann zwischen der 
Anzahl der homogenen Lésungen der Randwertaufgabe (2) und ihrer 
,adjungierten“ (§ 5). 

Insofern man in diesen Aufgaben ein Analogon zu linearen (lei- 
chungssystemen sieht, handelt es sich um Gleichungen mit verschiedener 
Anzahl der Reihen und der Kolonnen, und zwar ist die Differenz eine be- 
stimmte und explizit angebbare. Doch wird im folgenden von dieser Vor- 
stellung kein Gebrauch gemacht. 





') F. Noether, Bemerkung iiber dic Lésungszahl zueinander adjungierter Rand- 
wertaufgaben bei linearen Differentialgleichungen; Sitzungsber. d. Heidelberger Akad. 
d. Wiss. Math. Nat. Klasse, 1920, 1. Abhandlung. Siehe auch § 5 vorliegender Arbeit, 
der im wesentlichen unabhingig vom Vorangehenden gelesen werden kann. 

5) Vgl. eine Bemerkung bei 0. Téplitz, Uber die Auflésung unendlich vieler 
linearer Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten, Rend. Circ. mat. di Palermo, 
28 (1909), 8S. 90. Fir den Fall von Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten 
siehe dieselbe Arbeit und die dort angegebene Literatur. 

®) In dieser Hinsicht liegt in dem oben zitierten Heidelberger Vortrag von 
D. Hilbert ein Irrtum vor; vgl. unten in § 1, Anm. *). 
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§ 1. 
Existenzbeweis der inhomogenen Lésungen. 
In der Gleichung 


(1) K (py) =a(s)¢(8) +f K (at)y(t)dt = f(s) 


habe der Kern K(s¢) einen einfachen Pol an der Stelle ts. Das Re- 
siduum des als Funktion von ¢ aufgefaften Kernes an diesem Pol sei 
b(s)/~ genannt. Unter dem Integral ist, wie auch stets im folgenden, 
dessen Cauchyscher Hauptwert zu verstehen. Wir machen nun zunichst 
folgende einschrankende Voraussetzungen: 

1. Im Integrationsgebiet — 2 < s < + 2 sollen a(s) und b(s) stetige 
Fynktionen sein und keine gemeinsame Nuiistelle haben. 

2. Es soll a(— x)=a(+2); 6(—2)=b(+2) sein. 

Die Variablen s,¢ kénnen daher auf einer geschlossenen Kurve ge- 
deutet werden, auf der dann a(s), 6(s) stetige Funktionen sind In 
diesem Sinn ist die Integration weiterhin immer zu verstehen, soweit nicht 
anderes bemerkt ist. 

Wir schreiben demnach: 


(1’) K (st) = otg'=* + A(st), 
worin A(st) eine quadratisch integrable’) Funktion sei. Es sei ferner: 
(2") K* (at) = — 9) otg ** — A* (et) 


definiert, mit einer weiteren quadratisch integrablen Funktion A* (st). 
Analog zu obiger Definition (1) sei die lineare Integralform 


(2) K* (wm) =a(8) w(s)+fK*(st)o(t)dé. 
Von der Gleichung (1) kann man unter unseren Voraussetzungen durch 


lineare Transformation zu einer regularen Integralgleichung gelangen, nam- 
lich mittels der Bildung von 


(3) L(y)=K"(K(~))—K*(f) *), 
deren linke Seite ausgerechnet ergibt: 


) D. h. das Doppelintegral ff A"(st)dsd¢ soll oxistieren. 

*) Wenn A*(st)=A(s¢), liegt der ProzeS der Iteration vor, den Hilbert (1. c.) 
und H. Poincaré (i. c.), letzterer an einer spezielleren Gleichung (4 = 1), verwenden. 
Den Fall A*=0 benutzt 0. Kellog, Unstetigkeiten in den linearen Integralglei- 
chungen, Math. Ann., 58 (1904), 8. 448, sowie Dissertation, Géttingen, 1902 (ebenfalls 
nur der Fall a=1). 
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a*(s)p(s)+a(s)fK(st)p(t)dt+fK*(st)a(t)p(t)de 
+JIK* (#0) K(ot)p(t)dedt. 
Die beiden einfachen Integrale zusammen ergeben, abgesehen von un- 
mittelbar als regular erkennbaren Teilen, das Glied: 


M9) {(a(s) —a (t)) tg >* p(t)de, 


das wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von a(s) regular ist. 
Das Doppelintegral enthalt zunichst, abgesehen von unmittelbar als 
regular ersichtlichen Teilen, das Glied: 


1 
= wings (¢)dt, 


worin der Kern 


M(st)= 


ae 


bei stetigem A by A* endlich, Bey unstetigem, endlichen 7. und A* héch- 
stens logarithmisch unendlich wird und immer quadratisch integrabel ist, 
sofern nur A und A* diese Bedingung erfiillen. Endlich bleibt das wesent- 
liche Glied: 





— 34 


Lea fare 


— 20) | 9 (t) hea lit tego. 


Der zweite me hat wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von 5(s) 
regularen Kern. Der erste reduziert sich, mittels einer von Hilbert”) 
herriihrenden Auflésung, auf ein integralfreies und ein regulires Glied. 
Setzt man namlich: 








(t)dodt 





Sib ah 








+a 





(4) v(a)— pf ota!S! (ae, 
so ist die Auflésung dieser Gleichung: 
+a 
, 1 
(4°) p (8) fe (t)dt= — 7 fote $3 p(#)dt 
te +2 


=—— 74 as] Jotets* e's" y(t)dodt. 
®) 2. Mitteilung (1904), S. 253, bzw. Kap. IX, S. 75. Das gleiche Resultat 


148t sich nach Poincaré (1. c.) auch direkt durch komplexe Integration und Residuen- 
bildung nachweisen. 
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Das ist die erwihnte Reduktion. Die Gleichung (3) lautet somit: 


(3’) L(p) =(a*(s) + b°(8)) p(s) +f L (st) p(t)dt=K*(f), 


worin L(st) ein quadratisch integrabler Kern ist. Da a(s) und 6b(s) 
keine gemeinsame Nullstelle haben sollen, ist das eine regulire Integral- 
gleichung, fiir die also die Alternative gilt, daB entweder die inhomogene 
oder die zugehérige homogene Gleichung lésbar ist. 

Es ist zu untersuchen, unter welchen Bedingungen hieraus die Lésbar- 
keit der Gleichung (1) folgt*®). 

Die durch Transposition eines Kernes entstehende Integralform sei 
allgemein durch iibergesetzten Strich bezeichnet, also die zu K(m) trans- 
ponierte mit K(w), entsprechend A*(w), Z(w). Fiir die letatere Linear- 
form gilt, wie obige Ausrechnung bestitigt, die aus der Matrizenrechnung 
bekannte Identitat: 


(5) L(m)=K* K(w)=K(R*(o)). 


Wir haben nun verschiedene Fille zu unterscheiden. 


Fall I. Es sei angenommen, da die homogene Gleichung 
(3”) L(m)=K*(K(w))=0 


keine (von (@ verschiedene) Lésung habe. Die Gleichung (3) ist dann 
immer lésbar und die transponierte homogene Gleichung 1. («)— 0 hat 
gleichfalls keine Lésung, wahrend die inhomogene Gleichung: 


(5’) LL (4)=K (K* (x)) = K (g) 
fiir beliebige Funktionen g(s) eindeutig lésbar ist. 


1. Wenn K*(m)=0 keine Lésungen hat, so folgt aus (3) unmittel- 
bar (1): 
K (p) — f= . 


2. Wenn K*(w) = 0 r* Lésungen"), kj, hat, so ergibt die Lésung 
von (3): 


(6) K (9) —f=D ak, 


) Dieser zweite Schritt des Beweises fehit bei Puincaré (1. c.) und bei Kellog 
1. c.) (auBer in einem speziellen Beispiel, Diss. S. 27). Dagegen ist er von Hilbert 
(1. ec. Heidelberger Vortrag, S. 239) angesetzt; die Durchfiihrung ist aber nicht korrekt, 
da sie im Grund die unzutreffende Annahme enthilt, da8 die homogenen Gleichungen 
K(w)=0 und K(w)=0 gleiche Lésungszahl hitten; vgl. auch 3. Mitteilung, Anm. 
auf 8. 308. bzw. Kap. X, S. 82. 

**) Die Endlichkeit von r* folgt aus der Ungleichung (11’) des § 2 wegen der 
Endlichkeit von 2. Analoges gilt fiir die anderen unten eingefiihrten Zahlen r,7, r* 
wegen der Endlichkeit von 4 und x. 
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mit bestimmten Konstanten a,. Sind &, die evtl. vorhandenen Lésungen 
von K(#)=0, so gibt (5’) entsprechend: 


(5") K*(z)-9= Dk, 
und diese Gleichung soll fiir beliebige Funktionen g eindeutig lésbar sein. 
Wegen der r* Identitaten 

SREK*(w)de=0 
miissen also gerade r* Konstanten £; und ebenso viele Lésungen k, vor- 
handen sein. Nun sind die «, bestimmte, lineare Ausdriicke in /: 


a, = J p,(t) f(t) at, 
deren Verschwinden nach (6) die Lésbarkeit von (1) anzeigt. Ferner ist 
die Gleichung K (y) = K(m) sicher fiir beliebige » lésbar, nimlich durch 
y=. Die p, sind daher identisch in m zu K (a) orthogonal, d. h. sie 
sind lineare Kombinationen der &,. 

Somit ist (1) dann und nur dann lésbar, wenn die Bedingungen: 
(7) Sk,(t)f()dt=0 
erfillt sind. 

Fall II. Die homogene Gleichung (3”) habe « Lésungen |,, die 
transponierte hat dann ebenso viele, /;. Dann ist (3) lésbar, falls die 
u Bedingungen 
(8) fT, f(t))dt 
erfillt sind. 

1. K(m)=0 habe keine Lésungen. Dann sind nach (5) die 7, zu- 
gleich Lésungen der homogenen Gleichung 

K*(m)=0 
und es ist 
SUK*(f)dt=JffK*(T)dt—0. 
Also ist (3) lésbar. Die obige Uberlegung (unter I, 2) ergibt jetzt, daB 
die «, verschwinden oder willkiirliche Konstanten der Lésung von (3) sind, 
die ) gewahit werden kénnen. Damit ist (1) gelést. 

2. K(w)=0 habe 7 Lésungen, k,. Die Lésbarkeit von (1 ) erfordert 
dann sicher die * Bedingungen (7). Fiir die transponierten homogenen 
Lésungen |, folgt dann nach (5): 


K* (1) =) tim k.. 


SU,K* (f)dt=ffK*(l)dt=S'y,, J fkadt =0 
nach (7). Also ist (3) lésbar und ergibt wieder (6). Soweit nun die a; 
nicht willkiirliche Konstanten der Lésung von (3) sind, die 0 gewihlt 


also 
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werden kénnen, verschwinden sie nach obiger SchluBweise (unter I, 2) 
wegen der Bedingungen (7), womit (1) gelést ist. 

In jedem Fall ist soit die inhomogene Gleichung (1) dann und 
nur dann lésbar, wenn die Bedingungen 
(7) J k,(t) f(t) dt =0 
erfillt sind, worin k, die Léswngen der 2u (1) transponierten homogenen 
Gleichung sind. 

§ 2. 
Die homogenen Lésungen. 


Die Lésungen der homogenen Gleichungen 
K(w)=0; K*(w)=0; K(w)=0; K*(m)=0 
seien bzw.: 
k(s); k* (8); k(s); k* (2), 
ihre Anzahlen'*) bzw. 
nh F. 


Zwischen diesen vier Zahlen besteht eine allgemeine Beziehung, die im 
folgenden nachgewiesen werden soll. Es sei wieder « die Anzahl der Null- 
lésungen von 


(9) K*(K())=0 und (9) K(K*(o))=0, 
die nach (5) iibereinstimmen. Analog sei 4 die Anzahl der Nullésungen von 
(10) K(K*(w))=0 und (10) K*(K())=0, 


die ebenfalls iibereinstimmen. Es bestehen folgende Ungleichungen: 
Da die Lésungen k auch (9) und die Lésungen k* auch (9’) be- 
friedigen, ist: 


(11) ner, (Il) w#S. 
Analog ist 
(11’) i>r*; (11) a>¥s, 
Gleichung (9) ist aquivalent mit 
(9a) K (w) = 3) «, ki, 

é=1 


wobsi die «, willkiirliche Konstanten sind. Diese Gleichung hat héchstens 
(r+ 1r*) linear unabhangige Lésungen; hiernach und durch analoge Schliisse 
nach (9°), (10), (10’) ist: 


) S. Anm. "), 
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(12) eortre’*; (12) usF+*, 
(12’) Asrtr*; (12°) Asr+r*. 
Durch Verbindung der Ungleichungen (11) mit (12) usw. folgt: 
(13) r<F+F*; (18) F*<r+r*, 
(13’) r¢<F+r* (13') For+r*. 


Die beiden hier gleichartig auftretenden Zahlen r und 7* sind entweder 
einander gleich oder eine von beiden ist die gréBere. Um bestimmte Vor- 
stellungen zu haben, nehmen wir an: 

(14) TP, 


Wir nehmen ferner r* als gegeben an und suchen * zu bestimmen. Nach 
(13) ist F>r —F*. 


Annahme I. Wir nehmen der besseren Ubersicht halber zuerst an, 
daB hier das Gleichheitszeichen gelte. 


(9") ist aquivalent mit 


r 
(9a) K* (w) =>’ p, k, 
i=1 
und wegen Ungleichung (11) miiBte diese Gleichung fiir mindestens r — 7*, 
also wegen der gegenwirtigen Voraussetzung fiir willkiirliche (7) Konstanten 
8, lésbar sein. Das ist nur méglich, wenn 


(15) Jk, (t)ky (t)dt=0 


fiir alle k, und alle ki. Wegen dieser Gleichungen wire gemaé8 dem im 
vorigen Paragraphen bewiesenen Satz die mit (9) aquivalente Gleichung (9a) 


fiir beliebige Konstanten «, lésbar, hatte also r+ 1r* linear unabhingige 
Lésungen, d. h. es wire: 
a=r+r*, 


Also nach Ungleichung (12): 
Foar+r*—7* 
im Widerspruch zur gegenwartigen Voraussetzung, auBer im Falle r* = 0. 
Annahme II. Es sei nun nach (13) angenommen: 
F=r—fF*+o 
mit einer positiven Zahl » < r*. 
Nach Ungleichung (11) mu8 (9’a) fiir mindestens r — 7* unabhingige 
Konstanten f; lésbar sein, also erfiillen mindestens r — ** linear unab- 


hangige Funktionen &; die Orthogonalititsbedingungen (15) zu allen ks. 
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Es bleiben * — (r — **) = ¢ weitere k, und daher kénnen durch lineare 
Kombination aus den X%, mindestens r* — g gebildet werden, die zu allen 


k, orthogonal sind. Demnach ware (9a) fiir mindestens r* — 9 linear un- 
abhangige Konstanten y, lésbar. Somit: 

wor+(r*—@). 

Da (9') die gleiche Lésungszahl u hat, miiBte (9'a) fiir mindestens 

r —*¥*-+-(r*—o) unabhangige Konstanten f; lésbar sein. Die Wieder- 
holung der vorangehenden SchluBweise fiihrt demnach zu 

wer+2(r* —@) 
usw., also nach Ungleichung (12) 

rF>r—Fr*+n(r*—o) 

fiir alle ganzen Zahlen n, eine Ungleichung, die, bei hinreichend groBem n, 
sicher im Widerspruch zur gegenwirtigen Voraussetzung steht, auBer im 
Falle 9 =r*. Fir 90 >1r* dagegen ist noch kein Widerspruch nachgewiesen. 
Also ist: 
(13a) 7¥—r*>r—F*. 
Die durchgefiihrte SchluBweise laBt sich an den Gleichungen (10), (10’) 
wiederholen, wobei, gem&8 Voraussetzung (14) und Ungleichung (13a), 7 
an Stelle von r und r* an Stelle von 7* tritt. Also folgt ebenso: 
(13D) r—F*>F—r* 
und nach (13a) und (13b) ist in beiden Ungleichungen nur das Gleichheits- 
zeichen méglich. Demnach ist: 
(16) 7F—r=r* —F* 
Das ist die oben behauptete Beziehung zwischen den vier Lésungszahlen. 


Wir betrachten nun eine Integraltorm K,(mw), die sich von K(@) 
nur in dem regularen Bestandteil des Kernes unterscheidet (vgl. (1’)): 


b(8) 

K, (st) = =— 

(17) 1 2 x 
K,(@) =a(s) w(s) +f K, (st) w(t)dt. 

Gema8 der Definition (2), (2’) steht diese zu K* (a) in der gleichen 
Beziehung wie K(w). Sind r,,7, ihre entsprechenden Lésungszahlen, so 
ist daher auch 
(16’) 7,—r,=9r* —F*, 
somit 


(18) 


otg * + A, (st), 
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Satz I. Die Differenz der homogenen Lésungszahlen einer Integral- 
form der Art (1), (1') (bzw. 17) wnd ihrer Transponierten hangt nur 
von den Funktionen a(s) und b(s8) ab. Fiir diese Funktionen sind dabei 


die Stetigkeitsbedingungen 1., 2. von 8. 44 vorausgesetzt. 


§ 3. 
Der funktionentheoretische Fall. 


In einem speziellen Fall lassen sich die Werte der im vorigen Para- 
graphen vorkommenden Lésungszahlen direkt iibersehen. Das ist die von 
Hilbert gestellte Aufgabe (1. c. *); vgl. indes die Bemerkung in Anm. *°)): 
Eine Funktion y+ ig einer komplexen Variablen z=—2-+iy zu be- 
stimmen, deren Real- und Imaginarteil auf dem Rand eines geschlossenen 
Gebiets der Bedingung: 


(19) a(s) p(s) +6(s) p(s) = f(s) 


geniigt und die im Innern regular ist. Wir denken an den Fall des 
Kreises x*-+-y*=—1. Zwischen Real- und Imaginiarteil bestehen dann 
nach Hilbert (1. c. *)) die im wesentlichen schon oben benutzten Be- 
ziehungen : 





(4) v(s)— tf v(tyat =X [otgS*y(t) at, 
owl 1 1 t—s 
Wenn daher die Aufgabe (19) eine Lésung hat, die der Bedingung 
(19’) S w(t)dt=0 
geniigt, so hat auch die Integralgleichung 
b t— 
(20) K,(p) =a(8) (8) + | otg*>* p(t) dt = f(8) 


eine Lésung und umgekehrt: Wenn die Integralgleichung (20) lésbar ist, 
so bildet die mittels ihrer Lésung nach (4) mit der Nebenbedingung (19’) 
gebildete Funktion y +i eine Lésung der Aufgabe (19), (19’). Beide 
Aufgaben haben also gleiche Mannigfaltigkeit der Lésungen. 

Die Aufgabe (19) laBt sich schreiben (J = Imaginirteil von ...): 


aM vtip\_ f(s) 
(19 ) a (thf) = 





und ist daher (nach Hilbert) durch eine Randwertaufgabe erster Art zu 
lésen, wenn die zugehérige homogene Aufgabe gelést ist und f(s) ent- 


sprechende Bedingungen erfiillt. Die letzteren ergeben sich aus der For- 
4* 
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derung, da8B y+ i im Innern und auf der Randkurve keine Pole haben 
darf, oder durch die Lésungen der zu (20) transponierten, homogenen 
Aufgabe. 

Die homogene Aufgabe zu (19”) ist die Bestimmung einer analytischen 
Funktion y, + tq,, die am Rande der Bedingung 


(21) y, +t, = p(s) (@— tb) 


geniigt, wobei p(s) eine noch zu bestimmende reelle positive, nirgends 
verschwindende oder unendliche Funktion auf dem Rande ist. Wir bilden 
langs des Randes 


J d[log(v,+ is)] = fd (log p) + f d [log (a — ib)] = fd [log (a — éb)}, 
da das erste Integral rechts verschwindet. Hieraus folgt: Wenn die 
ganze Zahl 


n =z; fe [log(a — ib)] 


negativ ist, so hat die homogene Aufgabe (21) keine Lésung, die im 
Innern (bzw. auf dem Rand) keine Pole hatte. Die homogene Integral- 
gleichung 

(20 ) K,(¢)=0 

ist dann sicher nicht lésbar. 

Wenn aber der ,,Index“ n > 0 ist, so hat die Lésung von (21), so- 
fern sie existiert, m Nullstellen im Innern des Kreises (von der Méglich- 
keit, einige davon auf den Rand riicken zu lassen, sehen wir ab). Mit 
n willkiirlichen, im Innern des Kreises gelegenen komplexen Werten 
Z,, Z,---+, 2%, und einer reellen Konstanten C setzen wir an: 


Y, + ty, = C (2 —2,)(z—2,)...(2—z,)(F%,+49,). 


Dann ist am Rande zu bestimmen: 


V,+id, = pie) (e=*®) — p(s)(A —iB), 


(z—2,) (2—2,) ... (2 —2Z,) 





wobei 
fd [log(¥, + i%,)] = fd[log(A — iB)] =0. 


Daher ist X + iY = log(¥,-+4®,) eine in und auf dem Kreis regulaire, 
eindeutige Funktion, deren Imagindrteil 


Y= arctg 2 


auf dem Rand gegeben, so da8 der Realteil X bis auf eine additive Kon- 
stante bestimmt ist. Also findet man: 


en. | 
Va*+B" 
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Diese Lésung von (21) enthalt 2” + 1.willkiirliche, reelle Konstanten 
(némlich auBer C die Real- und Imaginarteile von z;), und zwar bilden 
diese Lésungen wegen der Linearitét der Aufgabe eine lineare Mannig- 
faltigkeit, sie erfiillt aber im allgemeinen nicht die Nebenbedingung ( 19’ ). 
Diese Bedingung reduziert die Konstantenzahl auf 2n; damit ergibt sich: 

Wenn n>, so hat die homogene Integralgleichung (20’) im all- 
gemeinen 2n Lésungen. 

Kann der Fall eintreten, daB die 2n-+ 1 Lésungen identisch die 
Bedingung (19’) erfiillen? Das ist sicher méglich fir n= 0, z. B. wenn 
a—tb selbst die Randwerte einer reguliren Funktion sind und f adt 
verschwindet. 

Bei n> 0 aber ist der Fall unméglich. Denn wenn eine Lésung 
y\ + ip fiir ein Nullstellensystem z,, z,,...,z, bekannt ist, erhalt man 
die allgemeine (fiir das Nullstellensystem ¢,,¢,,...,¢,) durch Multipli- 
kation der ersten mit 





_ (2—5,) (2-6) --- (@—Sa) 
Q(2)= (z—2,) (2—2,)... (2—2n) (2), 


wo g(z) eine solche regulare Funktion (ohne Nullstellen) ist, da8 





(99) [(z—s,) (2—¢,) .-- (2-6 
L(2—2,) (2—2,)... (2 


=}.4(2)| = 0 

auf dem Rand. Die Bestimmung von q ist also von den Funktionen a, 6 
unabhangig, im iibrigen eine der Aufgabe (21) gleichartige mit Index 0. 
Das identische Verschwinden des in Rede stehenden Integrals (19’) wiirde 
bedeuten, daB jede Lésung y,+ig, im Mittelpunkte z=0( rein 
imaginér ware, unabhangig von den ¢,. Wir gehen aus von dem Fall 
2,5 Zs ++ +> 2n—-1 + 0; z, =O und gehen iiber zu den beiden Fallen (durch 
oberen Index unterschieden): 


: ‘ tf fon =o (+0), 
Oy = 2,5 Og = Bs -- +> Sua = Sn-1) | Fag * 
Gn = 46. 


(22) geht dann iiber in 





(22) J(==q%(z))=0 baw. (22”) J (== *g*(2)) =0. 
Beide Aufgaben sind nach obigem, bis auf einen willkiirlichen konstanten 
reellen Faktor, eindeutig lésbar und ferner geht (22”) in (22’) iiber durch 
die Transformation: z=iz’. Daraus folgt die Identitat: 

q™ (z)=q") (sz) 
und ferner: 
(23) Q" (z) = =. Q (iz). 


. 
s 
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Der Ubergang zwischen den beiden im Punkt z= 0 nicht verschwinden- 
den Funktionen (y{ + tof) und (y/*)-+ ig) erfolgt durch Multipli- 
kation mit dem Faktor Q“'(z)/Q' (2), der fiir z=0 nach (23) rein 
imaginar ist. Es ist somit nicht méglich, da8 sowohl f yi» (s)de =0 
als auch f yf (s)ds=0, womit obige Behauptung bewiesen = Also 
besteht der Satz: 

Im Fall n=0 kann die Zahl der homogenen Lésungen von ( 20’) 
0 oder 1 sein, fiir n > 0 ist sie immer 2n. 

Die m5 i homogene Gleichung 
(24) (py*) =a(s) p*(s) — *) [ ctg ol y*(t)dt=0 
hat entsprechend 2n Lésungen, wenn n <0), da 

2nin* = f d[log(a + ib)] = — f d[log(a — ib)] = — 22in; 
im Falle n > 0 hat sie keine Lésung, im Falle n = (0 kann die Lésungs- 
zahl 0 oder 1 sein. Und zwar hat sie gerade dann 0, bzw. | Lésung, 
wenn (20’) 0 bzw. 1 Lésang hat. Denn wenn die Funktion y, +i, 
(21) geniigt, in und auf dem Kreis keine Pole und Nullstellen hat und 
y, (0) =f va(s)de—o, so geniigt ihr reziproker Wert y* + ig;* der 


Bedingung : i 
a+t 
Vative ple) (a*+b") 


hat in und auf dem Kreis keine Pole und Nullstellen, und ergibt 





y, + ips = 


yt (0)= rz | vis )ds=0. pS erfiillt somit (24). 


In jedem Fall ist also die Differenz der Lésungsezahlen von (20°) 
und (24) 


(25) r—r*=2n. 
Die zu (20') transponierte Gleichung: 


(26) Ry (G) =a(0) G(s) +p [(t) otg*=‘ p(t) at —0 
geht durch die Substitution 
p* (8) =b(8) G(s) 
in die Gleichung (24) fiir y*(s) iiber. Letztere ist also lisbar, wenn (26) 
lésbar ist. Umgekehrt: Wenn (24) lésbar ist, so ergibt die Lésung am Rand 
y* +tp* = p*(s) (a +45) 

mit einer endlichen (nicht verschwindenden) reellen Funktion p*(¢). Also 
sind die Randwerte %(s) = p*(s)/b(s) = p*(s) endlich und geniigen (26). 
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Somit besteht auch zwischen den Lésungszahlen von (20') und (26) 
nach (25) die Beziehung: 
(25') r—F=2n. 

Nach dem in § 2 bewiesenen Satz I ist diese Differenz unabhangig 
von der speziellen, hier vorliegenden Wahl A(st)=0. Also folgt der 
(unter Voraussetzung der Stetigkeitsbedingungen 1), 2) auf 8. 44 giiltige) 

Satz II. Die Differenz der homogenen Lésungszahlen einer be- 
liebigen Integralform (1), (1°) wnd ihrer Transponierten ist 

r—F=2n. 
Dabet ist n der Index 


n= rz | @llog (ae) — #b(s))}. 


§ 4. 


Erweiterung der Voraussetzungen. 


Bisher waren a(s) und 6(s) als stetige Funktionen auf der Rand- 
kurve S vorausgesetzt, der Index n also als ganze Zahl. Die Differenz 
r—*F ergab sich dann nach Satz II als gerade Zahl. Es ist zu zeigen, 
daB der Satz auch in einem gewissen unstetigen Fall gilt, fiir den der 
Index die Hialfte einer ungeraden Zahl, also die Differenz r — 7 eine un- 
gerade Zahl wird**). 

Da nach Voraussetzung a(s), (8) keine gemeinsame Nullstelle haben 
sollen, kann, nach Kiirzung der Gleichung (1) mit Va* + 6°, angenommen 
werden, daB a*?-++b*° =1. Die Funktionen a(s),b(s) sollen nun nur 
Unstetigkeiten haben, an denen der Polarwinkel arc tgb/a wm x springt, 


also 
fa{log (a(s) —¢b(s)] =iam 
0 


mit einer ganzen Zahl m. Durch Kiirzung von (1) mit einem Faktor, 
der streckenweise + 1, streckenweise — 1 ist, kann erreicht werden, daB 
entweder (m gerade) keine oder (m ungerade) nur eine Unstetigkeitastelle 
bleibt und iiberdies, daf diese mit einer Nullstelle von 6(8) zusammen- 
fallt, so daB b(s8) iiberall stetig ausfallt, a(#) an dieser Stelle auf das 
negative seines Wertes springt. Hier sei s = 0 gezahit. Es werde voraus- 
gesetzt, daB b(s) fiir s=0 mindestens von erster Ordnung in 8 ver- 
schwindet. 


18) Dieser Fall ergab sich in der oben (S. 42) erwahnten hydrodynamischen 
Aufgabe, siehe auch § 5. 
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Wir erweitern jetzt die gegebene Integralgleichung durch Hinzunahme 
einer zweiten in folgender Weise: Der Kreis S sei als doppelt-iiberdeckt 
gedacht mit einem Verzweigungspunkt in s=(0. Auf dem oberen Ring 
(0 <8< 22) liegen die Unbekannten — (gelegentlich auch p, bezeichnet). 
Als weitere Unbekannte werden Werte ¢ (auch ~, genannt) auf dem unteren 
Ring (22 <8 < 42) hinzugenommen, fiir die, an der Stelle s, = s, + 22, 
die némliche Integralgleichung gelte. Sie sei aber mit negativem Vor- 
zeichen geschrieben. Diese beiden Gleichungen kénnen als eine fiir die 
beiden Reihen von Unbekannten ¢,, y, aufgefaBt werden: 


4a 
a(s)p(s) + fK(st)y(t)dt= f(s), 
0 
wenn man festsetzt: 


b( 


» 


O<t<2x: K(et)= 





8) t—s , 
- ctg —- + A(s?), 


cute’ 2 


lox<t<4z: K(st)=0, 
O<t<3x: K(at)=—0, 


b(s 
22 


a(s+227)=—a(s); b(e+22)=— —6(8): A(s+22,t+27)=—A(st). 


2Za<se< 4: 
ie "|Qa<t<4a: K (st) = 


et g ‘S* + A(st), 


Die so definierten Funktionen a(s), 6(8) sind auf dem doppelt-iiber- 
deckten Kreis, nach Voraussetzung, stetig. Der Kern hat einen Pol nur 
an der Stelle ts (nicht ¢=s-+ 22). Wenns sich der Stelle 0 nahert, 
so wird der Kern an der Stelle ¢= 22 von der GréBenordnung 6(s)/s, 
also endlich, nach Voraussetzung. Er ist also auBer fiir ¢—s regular. 


Auf diese Integralgleichung kann die friihere Theorie angewendet 
werden, indem wir setzen: 


, b(s8) t—s ; ss t 
K (st) = =~ ctg—- + A, (st); g=% g 


wobei nur zu beachten ist, daB, fiir die stetigen Funktionen a(2<), b(20): 


=—T, 


32 227 
2niv = fd[log(a(20) — i2b(20))] = fd[log(a(20) — 1b(20))] 
0 0 
ia 
= fd [log (a(s) — +b(s))|—22tm. 
0 


Die Differenz der Nullésungszahlen, 9 — 6, wird hier nach Satz II: 2y = 2m. 
Diese Nullésungen (und ebenso die der transponierten Gleichung) zerfaller 
aber in zwei Gruppen: 

is YP; a 0; 7, = 0, 

2.9,=90; +9, 
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und beide Gruppen haben gleiche Lésungszahlen, da die betr. Gleichungen 
auf dem oberen bzw. unteren Ring identisch sind, und zwar mit der ge- 
gebenen (1) iibereinstimmend. Also ist fiir diese die Differenz: 


oF os m= +f d{log(a(s) — ib(s))|. 
0 


Satz II gilt hiernach auch im vorliegenden Fall, ebenso der Existenzsatz 
der inhomogenen Lésungen (§ 1). 

Im Falle anderer als der vorausgesetzten Unstetigkeiten in a(s), b(8) 
existieren im allgemeinen keine reguliren Lésungen von (1), sowie der 
transponierten Gleichung; auch dann nicht, wenn etwa die Summe der 
Spriinge in den Polarwinkeln arctgb/a ein Vielfaches von 2 ware. 


$ 5. 
Beispiele. 


Wir betrachten die Randwertaufyabe, (die leicht noch verallgemeinert 
werden kann): Die Funktion u(z, y) geniige im Innern einer geschlossenen 
Randkurve der Potentialgleichung: 

2 


Ou ou 








(27) 4e= a4 +5 =0 
0z* ey* 
am Rand der Bedingung: 
(27") g(u)= —a(s)— + b(s)— = af(s), 


worin » die Richtung der inneren Normalen. Der Ubergang zur Integral- 
gleichung erfolgt am einfachsten durch Ansatz von u durch eine einfache 
logarithmische Belegung ¢(s) lings des Randes: 


(28) u={o(t) log zat, 
worin R der Abstand vom Aufpunkt z,y zum Integrationspunkt £, 7; 


dt —Vdé +dyn*. Riickt der Punkt z, y an die Randkurve heran, so 
ist nach bekannten Formeln der Potentialtheorie*): 


(29) (St) = — a9 (0) +] (Par, 
wahrend fiir u der Aysdruck (28) selbst giiltig bleibt. Also 
ar) a4 — f o(4) 2" at. 





4) Z.B. Horn, Einfiihrung in die Theorie der partiellen Differentialgleichungen, 
Leipzig 1910, 8. 310. 
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Der Kern der Integralform (29) ist regular, der der Integralform (29’) 
hat einen einfachen Pol 1/(¢—<s) fiir ¢=s8. (27’) ergibt daher (wenn 
die unabhiangige Variable durch untern Index bezeichnet wird): 

1 
=9,(") =K,(p)=a(8)p(2) +S K (st) p(t)dt =f(s), 
worin 
y R b 

K (06) — SE) 0B) | C8) 00) OY) tg S* + A (et) 
wie friiher gesetat werden kann. Die Randwertaufgabe ist somit unter 
den Bedingungen des § 4 lésbar. An Stelle der ,,transponierten“ Lésung 
(&(s)) tritt hier die ,,adjungierte“, die folgendermaBen zu definieren ist: 
Wenn &(s) existiert, so gilt die in @ identische, lineare Beziehung: 
(30) Je (e) K,(o)de—1[E(0)9,(u)ds =0 


fiir alle Potentialfunktionen u (unabhingig von Randbedingungen). Wir 

wahlen nun a(s) &(s) als Randwerte einer im Innengebiet reguliren 

Potentialfunktion v(x, y), der ,,Adjungierten“, und setzen b(s)/a(s)—C(s). 
Nach dem Greenschen Satz ist: 


f (ot —u 3) ae=o. 


Ferner wegen der Kindeutigkeit von u, v, C: 


f(ce3 ae (Ce) \de = [4% as —0 


Durch Addition beider Gleichungen wird: 


ow Ow av =a(Cv) a 
die hier angemessene Form des Greenschen-Satzes. Die adjungierte homo- 
gene Aufgabe ist also: 


(32) 4v0=0 im Innern; h(v) =<* — 2(C») _ 0 am Rand, 








‘wozu die Bedingung kommt, daB C(s)-v(s)—5(s)-k&(s) endlich bleibt 
an den Unendlichkeitsstellen von C(s) (Nullstellen von a(s)). Wenn k(s) 
existiert, ist (32) lésbar und umgekehrt: Wenn eine Lésung v existiert, 
besteht nach (31) und (30) eine lineare Identit zwischen den Ausdriicken 
K(q), also existiert &(s). 


Satz II (won § 3) gilt daher auch fiir die Differenz der homogenen 


Lésungszahlen von (27), (27') wnd (32).- Wir wollen ihn an Beispielen 
direkt bestatigen. 
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Die Randkurve sei wieder der Kreis 2*-+y*=1. Hier setzen wir, 
nach (27), an (R* = 2? + y?): 


(33) u(x, y)= 3748” cos vo+ >'B, R” sin rox 3'4,0.4+ 52, Fos 
r=0 v=1 v=0 r=1 


Dann ist lings des Kreises: 


(33’) g(u) = >) 4,g(U,) + >) B,g( Ve). 


vr=1 


Im folgenden gebrauchen wir die Abkiirzung (fiir » + 0): 
1 1 
—79(U,)=p.(3); —->9{Ve)=@(8)- 


Eine homogene Losung der Aufgabe (27) ist in jedem Fall 
(34) «=U, =1. 

Weitere existieren nach (33) nur dann, wenn lineare, homogene Be- 
ziehungen zwischen den wunendlich vielen Funktionen p,(s), q,(8) 
(vy =1,2,...) bestehen. 

Dagegen bestehen Lésungen der adjungierten, homogenen Aufgabe (32), 
wenn es Identitéten (30) fiir alle Potentialfunktionen u gibt; d.h. wenn 
zu allen p,(8), q,(8) (vy =1,2,...) orthogonale Funktionen k,(s) existieren. 

Diese beiden Fragen sind am Beispiel zu untersuchen. Der einfachste 
stetige Fall ist: 

a(s)=sinms, b(s)=cosms 


mit einer ganzen Zahl m, die in diesem Fall mit dem ,,Index“ 


m = fifa [log (a(s) — +b(s))] 
iibereinstimmt. 
Fiir den speziellen Fall m=-+-1 z. B. wird 
g(u) = — sins — + ose =F 
Die gegebene Randwertaufgabe (27’ ) hat daher jetzt die homogenen Lésungen 
%=1; u=—z=U,. 
Die p,,q, ergeben sich zu 
p, (8) =sin(y —1)s (y= 2,3, ...); 
qv (8) = cos(v— 1)s (y=1, 2, ...); 
und durchlaufen gerade ein vollsténdiges Funktionensystem, so da8 es keine 
zu allen orthogonale Funktion, also keine adjungierte homogene Lésung v, 
aber auch keine weitere homogene Lésung u gibt. Die Differenz der Null- 
lésungszahlen ist somit: 
r—F¥=2=—-2m 
in Ubereinstimmung mit Satz II. 
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Fiir m = — 1 lauten die entsprechenden Ausdriicke: 
p(s) =sin(y+1)s8 (mp = 1,2, ...);3 
qv (8) = cos(y +1)e (»=1,2,...). 


Es gibt die drei zu allen diesen Ausdriicken orthogonalen Funktionen 
v= sins, v¥,=1, v, —coss, 
aber nur eine homogene Lésung in u, namlich: 
u,=l, 


da keine homogenen, linearen Beziehungen zwischen den p,, g, bestehen. 
Also ist die Differenz der Lésungszahlen: 


r—Fr=—2=—2m, 
wieder in Ubereinstimmung mit Satz II. 
Weiter siehe die oben (unter *)) zitierte Note des Verfassers. 
Kin unstetiger Fall ist der folgende, der sich aus der hydrodynamischen 
Aufgabe ergab: 


x x\ 

—1 (-7<#S+3), | \-¢sest}), 
(35) a(s)= Ss ‘ b(s) = 1 
—sins(+F5<e<>), loss (+ 58 <>) 


| oe 
4 


ro} . 


b(s) ist also iiberall stetig, wahrend a(s) an der Stelle — = (= + 


von +1 auf —1 springt, wie in §4 angenommen. Der Index ist 


, 


(35 ) m= 3h; { d[log( a(s) — +b(s))| = —;. 


Die Ausdriicke p,,q, lauten hier: 


COs ¥ 8 (—E<0<+5), 

py (8) = 2 -\ 

sin (> + 1je (+ 5 se5+), 
(35 ) fe : 
° a a\ 

sin » 8 \—3<*St 7): 

q-(8) = 1 x 8 z\ 
—cos(y+1)8s (+5585+7) 


Wir beachten, daB durch Multiplikation mit dem Faktor — 1 im Bereich 
a < 8 < 32 diese Funktionen p, in gerade, die g, in ungerade Funktionen von 
8 (beziiglich s = 0) iibergehen. Daher kénnen fiir obige beiden Fragen beide 
Gruppen getrennt behandelt werden und zwar im Bereich 0 <8 <2. 

Wir fiihren die Behandlung am Falle der p, durch und betrachten die- 
selben zu dem Zweck als Lésungen folgender linearen Differentialaufgabe: 
Sie geniigen der Differentialgleichung: 
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‘ y (0<s<3) 
_d@>p 2 2) 
lL L(ph=zaetkhp=-9 k= - 
y+1(¥<e<a); 
den Randbedingungen: 


2. oP 0 fir s=0; p=0 fiir s=z; 


‘ , o. dp — oi ‘ 
3. p stetig (p, = p_), 7  unstetig fiir s— > und zwar 


(94 1) Be Bs 

4. p, hat nur einfache Nullstellen und im Bereich 0 bis 2 gerade 
v Vorzeichenwechsel. 

Wegen 1. ist immer k,,, > &, und wegen 3. verhilt sich p beziiglich 
der Folge der Vorzeichenwechsel von p und dp/ds wie Funktionen mit 
stetigen Ableitungen. Dann folgt wegen 1. bis 3. die Anwendbarkeit eines 
Satzes von Sturm*): Eine mittels Konstanten c, zusammengesetzte Funktion 

O (8) = C1Pi + Cita Pata +--+ + Cu Pu 
hat im Innern des [ntervalles ( bis 7 mindestens 4 und héchstens » Null- 
stellen. Eine x-fache Nullstelle gilt dabei fiir den zweiten Teil des Satzes 
als x Nullstellen, fiir den ersten dagegen als einfache. 

Aus dem ersten Teil des Satzes folgt in Verbindung mit der Eigen- 
schaft 4., daB die p, (y= 0,1, 2,...) untereinander linear unabhangig 
sind. Um so mehr sind sie es bei Fortfall des Index »= 0: Das gleiche 
Resultat ergibt sich, auf entsprechendem Wege, fiir die g,: Hs gibt also 
(auBer (34)) keine weitere homogene Lésung der Aufgabe (27), (d.h. r= 1). 

Wir zeigen weiter den Hilfssaiz: Es gibt keine zu allen p,(s) 
(yv=0,1,2,...) im Bereich 0 < 8 < 2 orthogonale Funktion 0(s). Gibe 
es eine solche, so habe sie im Bereich « Vorzeichenwechsel, an den Stellen 
8,,8,..-, 8. Dann kann man, mit «-+ 1 Konstanten c,,¢,,..., ¢, eine 
Funktion O(s8) so bestimmen, dafi sie an den namlichen Stellen verschwindet. 
Wegen der linearen Unabhangigkeit der p, kann O(s8) nicht identisch ver- 
schwinden und wegen des zweiten Teiles des Sturmschen Satzes kann O 
auch nicht mehr als die «~ vorgegebenen und keine doppelten Nullstellen 
haben, hat also an den Stellen s,, 8,, ..., 8, wirkliche Vorzeichenwechsel. 
Also kann 0(8) nicht orthogonal zu O(s), somit nicht orthogonal zu allen 
p, (vy=0,1,...,) sein, entgegen der Voraussetzung. Damit ist der 
Hilfssatz bewiesen. Der gleiche Hilfssatz gilt fiir die Funktionen q,. 

Dagegen gibt es, nach Weglassung des Index »= 0, eine (und nur 











%%) Journal de Mathématiques, 1 (1836), S.486f. Unter spezielleren Voraus- 
setzungen auch in Riemann-Weber: Die part. Diffg]. der math. Physik, 2, 4. Abschnitt. 
§ 29 (4. Aufl., S. 69) dargestelit. 
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eine) zu allen p, (y=1,2,...) orthogonale Funktion 9. Denn wegen 
der bewiesenen linearen Unabhingigkeit der p, lassen sie sich nach be- 
kannten Methoden**) orthogonalisieren — ein Orthogonalsystem sei P,. 
Die P, sind lineare Kombinationen der p, und es ist 


a 


[P,P.de=0 (u+y); fP2de=t1. 
0 0 
Wir setzen dann 


(8) = m(8) — > P,(s) fre) P.(t) dt. 


Diese Reihe konvergiert wie die Kosinusreihe der Funktion p,(s) und 
kann nicht identisch verschwinden wegen der linearen Unabhangigkeit der 
p,(s). Es gibt keine weitere zu allen p,(s) (» —1, 2,...) orthogonale 
Funktion j,(8). Denn falls eine solche existierte, so kénnte man durch 
lineare Kombination von f(s) und 9, (s) eine zu allen p,(s) (y =0,1,...) 
orthogonale Funktion konstruieren, entgegen obigem Hilfssatz. 

In gleicher Weise ergibt sich, durch Benutzung der Funktion q,(s), 
da8 es eine (und nur eine) im Bereich 0 < s < 2 zu allen g,(s) (» 1, 2,...) 
orthogonale Funktion g(s) gibt. 

Wegen der Geradheit (bzw. Ungeradheit) der p,(s), g,(8) ist ferner 
im Bereich —x2<8<+a2 die Funktion p(s) zu allen g,(s) und die 
Funktion q(s) zu allen p,(s) orthogonal. Somit gibt es F = 2 Lésungen 
der homogenen, adjungierten Aujfgabe (32). 

Die Differenz der homogenen Lésungszahlen ist also 

r—Ff=—l, 
in Ubereinstimmung mit dem allgemeinen Satz II und (35’). 
Wahlen wir statt (35) 


+1 (—F<se<+3), 0(—F<e<+9), 
otra ee 4 re a oe +4) 
+sine(+2<e<453), cosa(+=<e< 5%), 


so wird entsprechend zu (35”): 


cos ¥ 8 (—2<e<+3), 
— Pr(s) = a 82 
—sin(y —1)e (+5<e< +), 
(36’) : 
sin ¥ 8 (—2<0<+9), 
-- @(8) = x 82 
cos(y —1)8 (+ 7<e<+%3). 





%) Vgl. J. Gram, Journal f. reine und angewandte Mathematik, 94 (1893), 8, 44; 
E. Schmidt, Mathematische Annalen, 68 (1907), S. 442. 
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Wie oben gibt es jetzt eine homogene Lésung von (27): 
«=U0,=1, 
aber keine homogene adjungierte Lésung, da die p,(s), g,(#) hier (wie 
aus den Oszillationszahlen hervorgeht) ein vollstindiges System bilden. 


Also ist die Differenz 
r—7F=1 


in Ubereinstimmung mit dem Index: 


m= ah; | a flog (a (2) — #b(s))|= 7 


Dieere Beispiele lassen sich leicht verallgemeinern. 
Die inhomogene Aufgabe (27), (27 ) ist im Falle des Beispiels (36) 
immer lésbar, im Falle des Beispiels (35), falls die Bedingungen 


Sp(t)f(tjde=—0, fG(t)f(t)dt=0 
erfiillt sind. Falls diese Bedingungen nicht erfiillt sind, so lassen sich 
doch Konstanten C,, D, so bestimmen, daB 
: ' F (8) = (8) — Cy m9(8) — Doqo(s) 
die Bedingungen 
Spt) F(t)dt=0, fa(t)F(t)dt=—0 
erfiillt, da $(s8) nicht zu p,(s8), 7(8) nicht zu g,(s) orthogonal ist. Es 
folgt daher aus der Lésbarkeit von (27), (27’): 
Eine (Bedingungen nach Art der Fourierschen geniigende) Funktion 
f(#) 1a8t sich im Intervall — x <8<-+ 2 in eine Reihe entwickeln: 


f(s) =>) (C, p,(s) + D,g(s)), 


v=0 


worin die p,, q, die Ausdriicke (35”) bzw. 


f(s) =D) (C, p(s) + D, gq (8); 
v=1 
worin die p,, gq, die Ausdriicke (36’) bedeuten. In beiden Fallen ergibt 
sich die Aufgabe, die Entwicklungskoeffizienten zu bestimmen, die vielleicht 
auch unabhangig von ihrem Zusamménhang mit der Randwertaufgabe, wegen 
ihrer oben bereits benutzten Verwandtschaft mit den Sturmschen Problemen 
von Interesse ist. 


(Eingegangen am 10. Mai 1920.) 








Uber die Reihe ga. 
n-0 


Von 


Alexander Ostrowski in Gittingen. 


(Aus einem an Herrn G. Pélya in Ziirich gerichteten Briefe.) 


... Die Frage, fiir welche Werte des Parameters g die Funktion von x 
F (q, x) = > "a" q 


a0 


<1 
einer algebraischen Differentialgleichung geniigt, laBt sich, wie Sie ver- 
muteten, vollstandig erledigen mit Hilfe [Ihrer Funktionalgleichung 


(1) qzF(q,q°*t) = F(q,x)—1. 


Es ergibt sich das Resultat: Dann und nur dann geniigt F(q,x) als 
Funktion von x keiner algebraischen Differentialgleichung, wenn q von \) 
verschieden und keine Hinheitswurzel ist. — DaB F(q, x) fiir von 0 ver- 
schiedene rationale echt gebrochene qg keiner algebraischen Differential. 
gleichung geniigt, haben Sie ja aus allgemeineren funktionentheoretischen 
Entwickelungen als Korollar folgern kénnen’). 

Ist zunachst g gleich Null oder einer Einheitswurzel, so ist F(q, x) 
rational in x. Denn ist etwa g™ =1, so gilt offenbar 


=e "> “2 
F(a, 2)=(Zerer)(Sem)— 4 


Es sei also g+0 und keine Einheitswurzel, und wir nehmen an, daf 
F(q, x) der algebraischen Differentialgleichung geniigt: 


(2) > A(z)y*y’™ yg”... =0, 


*) Uber das Anwachsen von ganzen Funktionen, die einer Differentialgleichwng 
geniigen. Vierteljahrsschrift Naturf. Ges. Ziirich, 61 (1916), S. 581 —545. 
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wo A(z) Polynome in x sind. Verstehen wir unter der Dimension eines 
Ausdrucks 


A(x)y™y'"y"™.. 


die Zahl n, + ,-++-,-+..., unter seinem Gewicht die Zahl n, + 2n,+ 
3n,-+..., 80 kann ich allgemein von den zwei ,,Gliedern“ 


PT ae ee ee und A(a)y" yy" 

das erste héher nennen als das zweite, falls die letzte von Null ver- 
schiedene Differenz »,;— 7; positiv ist. Unter dem Hawpiglied eines Aus- 
drucks wie die linke Seite von (2) verstehe ich dasjenige Glied, dessen 
Dimension méglichst groB ist, dessen Gewicht nicht kleiner ist als das 
Gewicht aller iibrigen Glieder derselben Dimension und welches héher ist als 
alle iibrigen Glieder derselben Dimension und desselben Gewichts. — 
Unter allen Differentialgleichungen von der Form (2), denen F(q, x) 
geniigt, greife ich diejenigen mit dem Hauptglied von méglichst kleiner 
Dimension d heraus, unter den herausgegriffenen diejenigen mit méglichst 
,schwerem“ Hauptglied vom Gewicht g, unter den letzteren diejenigen 
mit méglichst hohem Hauptglied: Ist das Hauptglied einer so gewihlten 
Differentialgleichung 


(3) f(y; a)=fly, y',y",---,%) =0 
etwa gleich 
(4) A(z)y™"y'"y"™.. 


und nehmen wir den Grad von A(z) wits klein an und den Koeffi- 
zienten der héchsten Potenz von x gleich 1, so geht die linke Seite jeder 
anderen ae ae von der Form (2) mit dem Hauptglied 
A(x)y™y'"y"™..., der F(g, x) geniigt, aus f(y; x) durch Multiplikation 
mit at) hervor, und ae) 
Setze ich nun in (3) fiir y(z) den Ausdruck gzy(q*x)-+- 1 ein und 
fiihre sodann nach ausgefiihrten Differentiationen g*a als neue unabhingige 
Variable ein, so laBt sich das Hauptglied der so entstehenden neuen 


Differentialgleichung f*(y; x) = 0 fiir F(q, x) sofort berechnen. Es ist 
gleich Papen im x 
pal bod 2 ™ 
A (a) (¢) diac 


Daher muB A(=, ;) at durch A(z) teilbar sein. Da aber g keine Einheits- 


wurzel ist, ak dann A(z) einer Potenz x™ von & gleich sein. Infolge- 
dessen besteht identisch in x, y, y’, y”,... die Gleichung 


(5) f* (ys 2) = q*t-*™-4 x8 f(y; x). 
Mathematische Annalen. 82. 5 





ist ganz in z. 
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Es sei » der kleinste von Null verschiedene Index, fiir den n, von Null ver- 
schieden ist, falls es einen solchen gibt; das héchste Glied unter den aus 
dem Hauptglied (4) durch die obigen Substitutionen entstehenden Gliedern 
d-ter Dimension und (g — 1)-ten Gewichts ist offenbar gleich 


mB reer enyny™. 


Es sei das in f(y; xz) vorkommende dhnliche Glied gleich 





y*-» 
(6) K (2) ye a. ier 


— Das Polynom K(z) kann auch identisch verschwinden. — Ein ahn- 
liches Glied in f*(y;2) kann nur aus dem Hauptgliede (4) und aus dem 
Gliede (6) entstehen. Wir erhalten daher wegen (5): 


—1) ) 


igtt-tm—d gma UY cum y™.. + (5) (2)fgte 9 ymymy™... 


y” 











= qte-20—<¢ x4 K (x) yr " 


y'""4 ye 
ay” eas 
y 


oder 
yn, x™-! + K (=) q’**-* = K(x). 


Hier hat aber fiir m>0 die linke Seite einen um yn, gréBeren 
Koeffizienten bei z*~-* als die rechte, fiir m — 0 wird aber die linke Seite 
fiir «= 0 unendlich, falls »n, +0 ist, wahrend die rechte endlich bleibt. 
Daher miiBte yn, = 0 sein, und das Hauptglied (4) kann also keine Ab- 
leitungen von y enthalten, ist also gleich e™y*. Mit diesem Gliede sind 
dann alle Glieder d-ter Dimension von f(y; x) erschépft, da das Gewicht 
dieses Gliedes am gréBten sein sollte. 


Ich beweise nun, dab f(y; x) iiberhaupt keine Ableitungen von y ent- 
halt. Denn es sei 


(7) S(x)y"y’™ is 


ein Glied von f(y; 2), in dem Ableitungen von y wirklich vorkommen, 
von méglichst hoher Dimension 4, und es mége das Aggregat der Glieder 
von f(y; 2x) von héherer als 5-ter Dimension durch g(y; xz) bezeichnet 
werden. Wir kénnen dann (7) als das Hauptglied von f(y; x) — p(y; x) 
annehmen. Als das Hauptglied des aus f(y; z)— (y;x) durch unsere 
Substitutionen entstehenden Ausdruckes ergibt sich 


(8) 8 (5) (= J gt Fey y’™ al 
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n=0 


Da nun alle Glieder von (y; 2) keine Ableitungen von y enthalten und 
daher keinen Beitrag zu (8) liefern, so folgt aus (5) 
<= - a ie 

8 (=) (=) gt zt yey! |, g*t 4 4 8 (x) yMy’™ .... 
Hier ist aber die rechte Seite in bezug auf x vom héheren Grade als die 
linke. Daher mu8 (3) eine algebraische Gleichung fiir F(g, x) sein. 
Fir 0<|q|<1 ist aber F(qg,2) eine ganze transzendente Funktion. 
Und fiir |g| 1 hat sie, wenn g keine Einheitswurzel ist, den Einheits- 
kreis zur natiirlichen Grenze. Denn ist é eine singulare Stelle von F(q, zx) 
auf dem Einheitskreise, so sind auch die Stellen g~*é, qg-*é,q-®é,... 
nach (1) singular, und diese Stellen liegen nach einem bekannten Satz 
iiber Diophantische Approximationen iiberall dicht auf dem Einheitskreis. 

Der Grund, warum der Beweis durch so einfache, eigentlich rein 
algebraische Schliisse gelingt, liegt vor allem in der Normierung der 
Differentialgleichung (3), bei der die Koeffizienten als Polynome in x an- 
genommen werden: 


(Eingegangen am 10. 2. 1920.) 








Ein Konvergenzkriterium fir Integrale. 
Von 
Gustav Doetsch in Géttingen. 
§ 1. 
Einleitung. 
Der Abelsche Stetigkeitasatz iiber Potenzreihen: 


io 
2 . * 4s 
», Wenn > a,, konvergiert, so existiert 
n-0 1. 
lim ») a, *, 
7=1n=0 


wenn x durch die reellen Werte gegen 1 strebt, und ist gleich P ‘* 
n=0 

ist bekanntlich nicht allgemein umkehrbar, sondern nur unter gewissen 

Einschrankungen hinsichtlich der a,. Als hinreichende Bedingung fiir die 

Richtigkeit des Satzes: 


=x =z 
»Aus lim > 4,2" =8 folgt >a, = 9“ 
z=1 n=-0 a= 
ist erwiesen durch Tauber’): 
1 
a, =0 (+) 9 


1 
«,=0(;), 
durch die Herren Hardy und Littlewood*): 


> 


dutch Herrn Littlewood *): 


1 c 
a,—0;(+), dh a,>—-. 
*) A. Tauber, Ein Satz aus der Theorie der unendlichen Reihen. Monatshefte 
fiir Mathematik und Physik, 8 (1897), S. 278—277. 
*) J. E. Littlewood, The converse of Abel’s theorem on power series, Procee- 
dings London Math. Soo., (2) 9 (1911), S. 434—448. 


*) G. H. Hardy and J. E. Littlewood, Tauberian theorems concerning power 
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In Analogie des Tauberschen und des Littlewoodschen Satzes hat 


Herr Landau iiber Integrale, die den Dirichletschen Reihen nachgebildet 
sind, Folgendes bewiesen: 


» He set fiir z—+ co 








(2) = o(; & ;)? 
oder sogar nur 

v(z)=0(> 5), 
also 


f(s) = f(x) a-*dx 
1 
fiir s>0 konvergent. Fir s—-() sei 


f(a)—1. 
f(0) = fp(x)de =I, 


Dann ist 


d.h. fir xt—-0o 


Srly)dy— 1.“ 


Im Folgenden soll nun gezeigt werden, daB auch das Analogon zu 
dem tiefliegenden Hardy-Littlewoodschen Satz richtig ist. Der Beweis 
des letzteren basiert auf folgendem Satz iiber Potenzreihen mit positiven 
Koeffizienten : 


» Wenn f(z) = 3'a, 2", wo alle a,>0 sind, fir Vl 2<1 kon- 
n=0 
vergiert und wenn fiir x—>1 
f(z)~ > 


l—z 





ist, 80 tat 
&, = 4 +4,+...+a,~n.“ 
Ebenso wird sich der angekiindigte Satz, den ich in § 3 formulieren und 
beweisen werde, aus einem Satz iiber Integrale der Form f p(x)a-*da 
1 


mit durchweg positiver Funktion w(x) ergeben, den ich in § 2 beweisen 
will und dessen Analogon im Gebiet der Dirichletschen Reihen von den 


series and Dirichlet’s series whose coefticients are positive. Proceedings London Math. 
Soc., (2) 18 (1914), 8. 174—191. 

*) E. Landau, Uber die Konvergenz einiger Klassen von unendlichen Reihen 
am Rande des Konvorgenzgebietes. Monatshefte fiir Mathematik und Physik, 18 
(1907), S. 8—28. 

5) E. Landau, Ein neues Konvergenzkriterium fiir Integrale. Sitzungsberichte 
der Kgl. Bayr. Akademie der Wissenschaften, Jahrgang 1913, S. 461—467. 
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Herren Hardy und Littlewood") bewiesen worden ist. Die wesentlichen 
Kunstgriffe der Beweise stammen aus den Arbeiten der Herren Hardy 
und Littlewood, die Form der Darstellung schlie8t sich an die Landausche’) 
Wiedergabe des Hardy-Littlewoodschen Potenzreihensatzes an. 


§ 2. 
Ein Satz iiber Integrale der Form fv (a)a-rde 
mit positiver Funktion w(x). 
Hilfssatz 1. Wenn g(x) fir 0<2< 4a, reell und differenzierbar 
ist, g'(z) fiir z—-0 nie zunimmi und 
g(z)~ Aa-* (A und a beliebig reell) 
ist, so ist 
g'(z)~ — Aaz-*'. 
Bemerkung. F (x)~ AG(z) soll fiir A = 0 bedeuten: F(x) = 0(G(z)). 
Beweis. Es sei 0<2<a, und 0<#<1. Dann ist nach dem 
Mittelwerteatz der Differentialrechnung, wenn man beachtet, daB fiir x, < z, 


om 9 (z,) Sg" (2%) 
1st: 

g' (dz) < U2) GP) < 97), 
also 


2+19' (Ox) <= ~5(2* g(x) — 2*g(Px)) < at+1g'(x); 
fir z—-0 ist 
a“g(z)—A, x*g(dz) =, 
also 
; a+ig’ A — a i j at+ig’ 
lim sup az*+'9'(dz) <m(} =z) <s lim inf 2 g' (x). 
Betrachten wir zunichst die Ungleichung 
A ea i ; at+ig’ 
Ta(1 =) < lim inf s +1 9’(2). 
Die rechte Seite ist von # unabhangig, die linke hat fiir ®—-1 den Grenz- 
wert — Aca, also ist 
lim inf z*+' g’(z) > — Aa. 
2=0 
*°) G. H. Hardy and J. E. Littlewood, Some theorems concerning Dirichlet’s series. 


Messenger of mathematics, 48 (1914), S. 184—147, Theorem D. 


*) E. Landau, Darstellung und Begriindutig einiger neverer Ergebnisse der 
Funktionentheorie, Berlin 1916, 8S. 45—56. 
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Die andere Ungleichung 


° A 1 
li atl’ =. i ae 
mage artta'(O2) S25(1— 5s) 


multiplizieren wir mit #“*?: 
lim sup (82)*** g’ (8x) < A*(9* —1). 
z=-0 a 
Da #2 mit x gegen 0 strebt, so ist 


lim sup (#2)"** g’( Ox) = lim sup x**+! 9’ (x), 
z=0 z=0 
also 
lim sup z**'g’(z)< A“ (0° —1). 


z=0 
Die linke Seite ist von # frei, die reehte hat fiir ®-—-1 den Grenzwert 
— Aa, also ist 
lim sup #*+1g’(z) << — Aa. 

z=0 
Daher ist 

lim #*+'9’(%) = — Aa, 

z=0 
d. h. 

g'(z)~ —Aaz-*},. 

Hilfssatz 2. z(x) sei fiir x>1 stetig oder auch nur in jedem 

endlichen Intervall 1 <2, <2 a, eigentlich integrabel, ferner 

a(z) 20 fiir 21; 
es set 


F(s) = fx(x)2-*"'dx 


fiir «> 0 konvergent und fiir s—-0 
F(s)~ Be-? (B>0,P=0). 
Dann ist fiir jedes ganze positive r*) bei s—- 0 


(—1)' F(s) = Fix(z) (Ig2)’ a-*-'da~ BB(B+1)...(B+r—1)8-#-*. 
Beweis. Fir r=—1 ist 
F'(s) = — fx(z)iga-a-**dz. 


1 


*®) Unter den tiber z(%) gemachten Voraussetzungen ist F(s) beliebig oft unter 
dem Integralzeichen differenzierbar; vgl. E. Landau, Ober die Grundlagen der Theorie 
der Fakultatenreihen. Sitzungsberichte der Kgl. Bayr. Akademie der Wissenschaften, 86 
(1906), 8. 151—218. 
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Wegen x(x) >0 nimmt F (s) fiir s—-0 nie zu, also folgt aus Hilfssatz 1 


F’(s)~ — Bps-*—, 
d. h. 


fix(z) Igz-a-*-'da~w Bfhs-?-', 
i 


Es sei nun r> 1 und die Behauptung schon fiir r — 1 bewiesen: 
( z 1)" F°-(8) 
= fx(x)(Igx)"™" a~*'da~ BB(B+1)...(B+r—2)a-f-r+!, 
1 


Die Ableitung von 


fx(2) (Igx)’~* a-*-1 da, 


namlich 
~ fix(a) (Igx)' 2-12, 
1 
nimmt fiir s—-( nicht zu, also ist nach Hilfssatz 1 
~ fxz(z) (lgz)’a-*-*'daw~w — BB(P+1)...(2+r—1)s8-?-*. 
1 


Damit ist Hilfssatz 2 allgemein bewiesen. 


Hilfssatz 3°). Wenn o gegen co wdchat und gleichzeitig ((0 < ¢ < 1) 
so gegen 0 abnimmt, daB C* 0 noch gegen co geht, so iat 


+1) a-—o 


= ad 
ren) * u du 0, 
u 
1 2 
—— —-8 2 =—+ 0, 
Fett) e udu 
‘ 7. e(t+0 
Beweis. 1. Es ist 
e+) 11-0 (e+) (1- “ oe 
me San ue “du = — (ure edu 
I'(o+1) ~ F(e+1) : 
vu 0 


au 
Der Faktor u e *~ erreicht sein Maximum bei u=o(1—(¢), der 
Wurzel von 
a  & u “ 
0=Z(u'e “*) = pute *-__yte 





*) Vgl. G. H. Hardy and J. E. Littlewood,-l. c.*), Lemma D2, 8. 142, mit der 
oberen Grenze 0 (1 —¢) im ersten Integral. 
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Also ist, wenn im Verlauf der Rechnung K eine Konstante, nicht immer 
dieselbe'®), bezeichnet: 














(e+1) (t-2 (e+ 1) (1-9) 
1 e,-% (etre * 
reat; | *" dus Tot) e'-*du 
6 0 
_ e%e *(1—¢)° 1-—¢ efet) _ 1) 
(e+) c 
efe~°(1—2)° 1—-C sett 
< K£—___—~ ——e 
e%e~* yo 6 
< K osie+t) +ee-s) 
Cve 
ec*_es* 
e on “Ss. @ 
P Sve 
also, da 96° —- co, (Vo — oo: 
(e+) (1-2) 
1 o - 
Te+l) ue du—0. 
v0 
2. Es ist 
1 1 i i 
—t ie -~ ra 1+¢ 1+, 
vclvn ls udu leuk e je du 
e(1+0) e(i+¢) 


ue 
Der Faktor u°e ‘+! erreicht sein Maximum bei u=o(1+¢), der 


Wurzel von 





Also ist 








Cs + 
e 
1 
rl 
a 
2 


> 
1 ute a (o(1+¢))%e~* 
fe ui dus Tet+h 
+ 


e (i+5) 
_ ef (1+ e)fe-8 140 -t% 
~ etl) c 


< Kitehl+6 ,-se 








= 
ve $ 
K ee teleite 





A 








1) Vgl. G. H. Hardy, Orders of infinity, Cambridge 1910 (Cambridge Tracts 
Nr. 12), 8. 5. 





74 G. Doetech. 


folglich 
1 eS 
= Be u°du — 0. 
e(i+¢) 
Hilfssatz 4a. r strebe ganzzahlig gegen co, gleichzeitig £ gegen 0, 


aber so, daB f°r noch gegen co wichst.. s bedeute eine Zahl des Inter- 
valls 0<e<1. Ke werde zur Abkirzung 


r+i » ti 
a- (1+¢) — 


= R,(r, ¢, 8); é . = R,(r, ¢, 8) 
gesetzt. Dann ist bei r — co gleichmafig fiir 0 <8 <1 


g’t} 





f (Iga)’a**da—0, 


1 


r+i 
. Joseyeras — 0. 


Beweis. 1. Durch die Substitution 
Ig2z=y, dxr=edy 


r! 





ergibt sich 








R, a—)e 
g?tt » -s1g _er . veg 
= | (ge) 2 r= y"e y 
é 
oder, ys = u gesetzt: 
(1-0) (+1) 


net ee “du, 
r! 
0 
unabhingig von s. Nach Hilfssatz 3 strebt die rechte Seite gegen 0 fiir 
Tr —> co. 


2. Analog ergibt sich 


atti > at atti ¢.-98 
ar | (lee) 2 dz=— | y’e "dy 


r+i 
ee 





= + weds 
r! 
(+0) +1) 


<+ ae *du— 0. 
(+r 
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Hilfssatz 4b. Unter den Voraussetzungen von Hilfseatz 4a ist 
bei r —- co gleichmafig fiir 0< 8 <1 


R, 


r+i gg" dz.—0 
, 





(iga)’** a ~*"'da +0. 





MY 
Beweis. Indem wir wie bei Hilfssatz 4a rr erhalten wir: 





R, (i—¢)* 
r+2 


1 8 (1 aye -s8- ‘dz er +8 “+1 e~"*d 
' Fin J ~ FID J y y 


1 





(1—¢) (+1) 


1 r+1  —& 
(+l)! uU e du 
0 


(i-—2) +2) 


1 r+1 —w 
<(GFip: uU e du—0. 
0 





r+1 ge! "ts r+i_—ye 
dz = taba e "*dy 
Bs a+ et 


1 r+i 


~~ (+1)! 
(1+¢) (+1) 


e “du-—0O. 


Satz tber Integrale der Form fv(x)e-*de 
1 


mit positiver Funktion y(zx). 


Es set w(x) in jedem endlichen Intervall 1 < xz < w~ eigentlich in- 
tegrabel, w(z)>0 fiir z>1 und 


= | y(2)a- ‘de 
1 
fiir s>0 konvergent. Fir s—0 sei 


f(s)~ (020). 
Dann iat fiir x — co: 


8(2) = f viv)dy ~ Olge. 
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Beweis. Zunichst ist 
S(x) = O(|gz). 
Denn weil y(y) positiv ist, so ist 


igs —lgy i 


8(2)= J v(y)dys J v(y)e dy—eJ v(y)y dy 


z 





1 
I 1 
SeSv(y)y dy =ef(-) ~ Celgz 
fiir z—+occ. Also kann man D so wihlen, da8 fiir alle x >1 


S(z)< Digz 
ist. 


Vermittels der verallgemeinerten partiellen Integration'') ergibt sich 
also fiir s > 0: 


f(s) = lim f y(x)x "da = lim {[8(2)27*}” +8 f S(x)2~*~" dz} 
o=@ i 


w=e@l 


= lim { 8 (o») @~* +e f 8(x)2*"' dx} 
a=2 i 
=e f 8(2)2~*~' dz. 
1 
Folglich ist fiir s — 0 
fa(z)e""'dz~ SZ 


3° 
i 8 


Fir z>1 ist S(xz) stetig und >0, also ist nach Hilfssatz 2 fiir 
jedes ganzzahlige positive r 


(1) f 8(x)(Igz)'2-*"'dze ~ Or +i1)te"~ 
1 


fir s—-(. Es sei nun ¢ eine Funktion von r, die gegen 0 geht, wenn 
r gegen oo strebt, aber so, dab (*r — co fiirr—- oo. 8 sei eine beliebige 
Zahl des Intervalls 0<s<1. 4 sei beliebig vorgegeben und 0 < 4 < }. 
Nach Hilfssatz 4b gibt es ein r,—r,(6), so daB fir r>r, und alle 
0<8e<1 


R, R, 
(2) OS J 8(zx) (Igz)'a“"'dx<Df (Igz)*'2 "de <d(r+1)!8"* 
: 1 


") Vgl. G. Kowalewski, Grundziige der Differential- und Integralrechnung, 
Leipzig und Berlin 1909, S. 227—229. 
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und 

(3) 05 {8(2)(Ig2) eda < Df (Iga)"*'2 "de <d(rtiiet™ 
ist. Wegen (1) gibt es zu jedemr eina =a(r, 65), sodaB fir0<s<o 
(C —4d)(r+i)ie"*< J'8(2)(Igz)'2-*"* de <(C+6)(r+1)!07°™* 


ist. Nehmen wir hierzu (2) und (3), so folgt: Zu jedem r>r, gibt es 
ein o, so daB fiir 0<8s<a 


Rs 
(4) (C—38)(r+1)!07"~? < J 8(@) (gz) 2°" dz <(C+4)(r+1)!s°"~? 


ist. Da S(z) mit x monoton wichst, so ist 
Ks Rs Ry 
(5) 8(R,) J (Ig2)' 2-* ‘da< Jf 8(2)(Igz) 2" ~'dx<8(R,) J (igz)'x*'d 
1 R R, 
Ich bestimme Schranken fiir den rechts und links auftretenden Faktor. 
Es ist 


2 
J (Igz)’a*'da= J y"e "dy = on" Fate *dy = rie"; 
0 


1 0 


ferner nach Hilfssatz 4a fiir r>r, = 1, (4) 
R, 
f (ig2)’a~*'da<dris™", 
1 
figs)’ s-*"'de <dérnie"' 
Ry 
gleichmaBig in 0<s<1. Also ist fir r>r, und 0<8<1 
Ry 
(6) (1—28)rie"—' < ff (Iga)’2* 'de<ris’™. 
R 
Nun kénnen wir aus (4), (5) und (6) folgern, daB es zu jedem 


r>r, = Max(r,,7,) ein o gibt, so daB fir 0<8<o 


r+i1 


ttede er C+h5r+l G+8 1 
(7) 8(B,) = S(¢ )< (<90 sas Tee. 





a+ ct? r+l1 1 
(8) S8(R,)—S(e  *)>(C— 38)" =(C — 30) eR, 





ist. Ist nun e> 0 beliebig vorgegeben, so denke ich mir bei der obigen 
Betrachtung 4 von vornherein so klein und jetzt noch ein festes r >r, 
so groB (d.h. ¢ so klein) gewahlt, daB 
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C+é4 1 1 
ase < Cte, (C-38)7,7>0-¢ 
tt 
ist. Fir 9 <e<o nehmen die Funktionen R, =~  * 
R=e” oT alle reellen Werte x von einer Stelle z, aufwirts an. Nach 


(7) and (8 ) ist also fir z > a = 2, (e): 


(C — e) gx < 8(z) < (C+ )lgz, 
d. h. 


< 5) 


C-—e< <CO-+e. 


§ 3. 
Ein Konvergenzkriterium fiir Integrale. 


Hilfssatz 1. He set g(a) fir O<a<a, reell und zweimal 
differenzierbar. Wenn 2x durch positive Werte gegen 0 strebt, sei 


g(z)—A. 
Ferner sei fiir 0< 2< 4, 


z*g"(z)>—c. (c > 0). 
Dann ist fiir x —+ 0 von rechts 
zg’ (x)—+0 
Beweis. Es sei 0< 2< a, und 0< 0<1, also O< ba<z. 
1. Ich wende den Taylorschen Satz auf g(z) mit dx als Mittelpunkt 
der Entwicklung an: 
g(2)= g(x) + 2(1 — B)g' (Oz) + as Sos} 9'(§,) (2<& <2). 


Es aa 
. SC”) 


8x) 9’ (0x) =". (g(x) — g(#z)) - z*g”(é,) 
< 725 (9(2) — 9(02)) + 20-2 a 
6(1—8) ¢ 





*5(9(2) —9(92))+ —3— x. 


Bei festem @ lasse ich z gegen 0 wandern. Da g(x) einen Grenz- 
wert {4 hat, so ist 
g(z)—g(dx)—0, 
also 


lim A up (O2)g' (Ox =< =e. 





Nun ist aber 
lim sup (6 2)9' (0x) = lim sup ag’ (zx), 
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also 
lim sup xg’ (x) < *U—*) 
out 20 
Da die linke Seite von # frei ist, so mu8 die Beziehung auch gelten, 
wenn wir rechts zum lim # = 1 iibergehen, woraus folgt: 


lim sup ag’ (z)< 0. 


2. Ich wende den Taylorschen Satz auf g(x) mit 2 als Mittelpunkt 
der Entwicklung an: 


g( 82) =g(x)—2(1—)g’(z)+ =F gg.) Oe <, <2). 


Es folgt 











F me e » —?¢ ” 
‘2g (x) = erst 2) 48 C dg (é) 
~ g(z)—g(#z)  2*(1-8) 
- 1-é an ri 
~ g(z)—g(@z) _ 2*(1-#) 
= to om. 5) (Oz) 


Wandert 2 bei festem # gegen (0), so folgt: 


he , Sl 
ie inf a9 (x) >— i. 
Da die linke Seite von # frei ist, so ergibt sich fiir lim # = 1: 


lim inf zg’(z) > 0. 
z=0 


Aus den Ergebnissen unter 1. und 2. folgt die Behauptung. 
Hilfssatz 2. (zx) sei fiir x > 1 reell wnd in jedem endlichen Inter- 
val 1<2x< 72a, eigentlich integrabel. Es sei 
f(s) = Fo(a)atda 
fiir s> 0 konvergent. Fir s—-0 se 
f(s)—l. 


Farner sei bei t+ co 
z 


w(x) = J p(y) Ig ydy =0 (Ig 2). 


1 


Dann ist 
fp(e)dx =1. 
1 
Beweis. Durch verallgemeinerte partielle Integration**) folgt: 


) Vgl. Anmerkung *). 
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(8) ~ fv(e)lee ae —tim{ [w (2) J+ foc “* ye tte teas) 


oe l+slgz 
= fue ighe atti ds 


p(x) lgz=o(1), 





denn fiir z—>1 ist 


also w(2)= f(y) ) lg ydy = 0(z—1), 
o(1). 


Ae) = 


folglich 
In 








_ | (2) _-. 9 (8) | 
i(o) = [2s do +0 (5% ig x 2* 
1 1 


strebt fiir s—-0 der zweite Summand gegen 0. Denn fiir x > é = § (4) 
ist bei beliebig kleinem 6 


|w(z)| < d lga, 


* w(z) w(z) 
Ooreete \<| [aioe +e Si *1ig2? 
i 
: | w (2) dz 
s af isis Ig Pa dz + ' 7« a*tt 


| w (x) | -s 


also 








Fiir s—-0 ergibt sich 





lim sup |p (<a, <4 
<0 | J ett ge | = 
1 


Da die linke Seite von 5 unabhingig ist, so muB 


, w (2) 
lim “f= heal 0 
1 





sein. So finden wir: 





w(z)  —s 
f 7-2 daz—l 
. zig*z 
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fir e—>. Nun ist aber 





sats ~ ° (sigs) 


also nach dem §. 69 zitierten Landauschen Satz: 





woraus wegen 





Re. d (1 ) 
aligt2 «=«._ od \igz 


durch verallgemeinerte partielle Integration folgt: 
1 — lim { ~ ae r+ fetes} | = fp(e)de, 
1 


lim { tee] 


a=@ 


Ein Konvergenzkriterium fir Integrale. 


p(x) set fiir x>1 reell und in jedem endlichen Intervall 1 < x < x, 
eigentlich integrabel; p(x) erfiille die Bedingung: 


p(x )= Ox(e5)> 





(c>0). 
Ee se 


fir e>0 konvergent und fiir s—-0 
f(a). 
(0) =Jo(z)de 
und ist gleich l. 


Beweis. Wegen der Voraussetzungen iiber p(x) ist f(s) unter dem 
Integralzeichen differenzierbar**), also 


Dann konvergiert 


f"(e) = f p(2)Igta-a-"de 





> — aisles: 2-*de = — of a-rtigeds == ees 
i 1 


18) Vgl. Anmerkung ‘°). 
Mathematische Annalen. 82. 6 
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mithin 

a*f’(s)>—c. 
Nach Hilfssatz 1 ist also fiir s—0: 


sf'(s)—0, 
d. h. 


ef o(2)lgx -a-*dz—0. 
1 
Nun ist aber 


fee + p(z)algxz)2-*'dz=—cs- +] o(2)lgz-2-da, 
1 1 


also 
fiir s—-0, dh. 

S(e + (a) Iga) 2-*de ~ -. 

1 
Da 

~ c 
y(2)> ~ zige’ 

also 


c 
= +(z)lgz>0, 
ferner < + y(x)lga in jedem endlichen Intervall rechts von 1 eigentlich 


integrabel ist, so folgt nach dem Hauptsatz des § 2: 


f(E+e)ey) ay ~ clgz, 


also 
=z 


fo(w)tey dy =o(lgz). 


1 


Nach Hilfssatz 2 ist dann aber 


fe (1) dz =l. 


(Eingegangen am 28, Oktober 1919.) 





Uber die Minimalzahl der Fixpunkte bei den 
Abbildungstypen der Ringflichen. 


Von 


J. Nielsen in Breslau. 


Sei O ein Punkt der geschlossenen Flache 2, und seien die durch O gehen- 
den geschlossenen Kurven a,, @,,..., @,, ein Erzeugendensystem der (die 
Kompositionseigenschaften der durch O gehenden geschlossenen Kurven von 2 
charakterisierenden) ,,Fundamentalgruppe‘ F von 2'). Sei ¢ eine topo- 
logische Transformation von Q, d. h. eine umkehrbar eindeutige und stetige 
Abbildung von Q auf sich selbst, und ¢’ eine O invariant lassende topo- 
logische Transformation von 2, in welche ¢ sich stetig deformieren laBt, 
so bestimmt ¢’ einen Isomorphismus 


ai = 7;(4,, G,,..-, @,,) 


der Gruppe F. In dieser Weise gehért zu ¢ auf Grund der mehrdeutigen 
Bestimmung von t’ durch ¢ eine Klasse von Isomorphismen von F, wenn 
man den Isomorphismus 


aj = p(a, ... a,,) 9, (a, ... a, )p-*(a, ...a,,), 
in dem wy ein beliebiges Element aus F bedeutet, mit dem Isomorphismus 
af = 9,(a, ... ay) 
zur selben Klasse rechnet. Wenn zu zwei topologischen Transformationen 
t, und #, von 2 dieselbe Klasse von Isomorphismen von F gehért, — ein 
Kriterium, das offenbar unabhingig ist sowohl von der Auswahl des Er- 


zeugendensystems a, als auch des Punktes 0, — so werden wir sagen, 
daB ¢, und ¢t, denselben TJ'ypus besitzen*). 


1) Vgl. Poincaré, Journal de |’Ec. Pol. (2) 1, 8. 63. Mit dieser Gruppe arith- 
metisch fquivalent, obwohl geometrisch anders definiert, ist die unter dem gleichen 
Namen von Dehn eingefiihrte Gruppe (vgl. Math. Ann. 71, S. 131). 

*) Zweifelsohne sind, wenn die Charakteristik von 2 > — 2 ist, zwei Transfor- 
mationen desselben Typus stetig ineinander deformierbar. Ein strenger Beweis dieser 

6* 
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Fragen wir nun nach der Minimalzahl der Fixpunkte der Transfor- 
mationstypen geschlossener Flachen, so ist diese Frage fiir die Flachen 
der Charakteristik — 2 (Kugel) und der Charakteristik —1 (projektive 
Ebene), die je nur einen einzigen Transformationstypus aufweisen, in be- 
kannter Weise von Brouwer beantwortet worden. Im folgenden soll das- 
selbe Problem fiir die Flachen der Charakteristik 0 (Ringflaichen) erledigt 
werden. 


§ 1. 
Die zweiseitige Ringfliche. 


uw, v seien rechtwinklige Parallelkoordinaten der Ebene. Man ordne 
die gegeniiberliegenden Seiten des Einheitsquadrates 0S u<1, OS v<1 
so zusammen, daB8 der Punkt u,0 mit dem Punkte w,1 und der Punkt 
0, v mit dem Punkte 1, v vereinigt wird. Dadurch erhalt man eine zwei- 
seitige Ringflache R (Torus), welche ein iiberall regulares rechtwinkliges 
Koordinatennetz u,v trigt. FaSt man u« und v als iiberall stetig ver- 
anderlich auf, so sind sie unendlichvieldeutig und kommen zur Bestim- 
mung eines Punktes nur mod1, d.h. mit ihrem Bruchbestandteil in Be- 
tracht. Die Kurve v=0 sei mit A und die Kurve u=0 mit B be- 
zeichnet, solche Kurven, welche stetig in diese deformiert werden kénnen, 
sollen ,,Kurven vom Typus A bzw. B“ genannt werden. Dabei seien A 
und B mit einem Durchlaufungssinn im Sinne der wachsenden u bzw. v 
behaftet. 

Jede geschlossene Kurve auf R ist dann bekanntlich in eine Kom- 
bination dieser beiden Fundamentalkurven transformierbar, also durch den 
Typus A* B” zu charakterisieren. A und B bilden ein Erzeugendensystem 
der Fundamentalgruppe F von R, die in diesem Fall Abelsch ist und die 
Kompositionseigenschaften geschlossener Kurven hier auch unabhangig von 
der Bedingung, da8 sie durch einen festen Punkt gehen sollen, charakterisiert. 

Nun sei eine topologische Abbildung ¢ von R auf sich gegeben. Das 
Bild A’ von A sei vom Typus A” B", das Bild B’ von B vom Typus 
A’ B*. Dann sind auch A’ und B’ ein Erzeugendensystem der Gruppe F, 
bestimmen also einen Isomorphismus von F, und es ist 


d=mq—np= +1. 


Umgekehrt bestimmen vier Zahlen dieser Eigenschaft zwei Kurventypen 
A’ und B’, die die Bildkurven von A und B bei einer méglichen topo- 
logischen Abbildung charakterisieren kénnen. Da bei einer Abelschen Gruppe 








Eigenschaft liegt aber bisher nicht vor. Dagegen verteilt sich im Falle der Charakte- 
ristik —2 der einzige Transformationstypus iiber zwei Mannigfaltigkeiten von stetig 
ineinander deformierbaren Transformationen. 
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eine Klasse von Isomorphismen nur aus einem einzigen Isomorphismus 
besteht, so entsprechen sich also die Isomorphismen von F und die Ab- 
bildungstypen von R eineindeutig. Ist G die Gruppe aller topologischen 
Abbildungen von R, H die invariante Untergruppe aller mit der Identitat 
zum selben Typus gehérigen Abbildungen, so ist G/H, die ,,Gruppe der 
Abbildungstypen“, mit der Modulgruppe viereindeutig isomorph. 

Wieviel Punkte miissen bei jeder Abbildung ¢ des durch ein solches 

Zahlenquadrupel m, n, p, g bestimmten Abbildungstypus mindestens 

fest bleiben? 

(u’, v’) sei der Bildpunkt des Punktes (u,v) bei ¢ Dann sind auch 
die GréBen u = u’— u und » = v’— v auf R stetig verinderliche Orts- 
funktionen. Zunichst sei angenommen, daB n + 0 und p + 0 ist. Durch- 
lauft man A in positivem Sinn, so nimmt dabei w den Summanden 1, 
u’ den Summanden m, also u den Summanden m—1 auf. Durchlauft 
man B in positivem Sinn, so bleibt u konstant, waihrend u’ also auch u 
den Summanden p aufnimmt. Ist also I eine geschlossene Kurve vom 
Typus A®B’, so nimmt u beim Durchlaufen von I" den Summanden 
o(m—1)+op auf. Hat nun I die EKigenschaft, daB u auf I einen be- 
stimmten Wert (mod 1) nicht annimmt, so kann u lings J" keinen Sum- 
manden aufnehmen, und es folgt 


o(m —1)+op=0. 
Diese Gleichung ist stets erfiillt, wenn 9 = o = 0 ist, wenn also J" auf R 
zusammenziehbar, ,,reduzibel“ ist. Ist I" nicht zusammenziehbar, ,,irre- 
duzibel“, so ist 90 +0, da aus go =0 wegen p+0 auch o= 0 folgt. 
Dann kann die Gleichung geschrieben werden 








wenn e=(1—m, p) ist. Also ist IT vom Typus 


2 i-m\s 

r'= Oo . ) ; 
wo x eine ganze Zahl ist. Entsprechend ist eine geschlossene Kurve, auf 
der ein bestimmter Wert von » (mod 1) nicht angenommen wird, vom Typus 


i-@ ayy 
Au (, ; a‘) , 
wenn f= (1—q,m) und y eine ganze Zahl ist. 
Sowohl u als » nehmen bei unseren Voraussetzungen n+0, p+ 0 
alle Werte (mod1) auf R an, da sie lings B bzw. A von Null verschiedene, 
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ganzzahlige Summanden aufnehmen. Die Punkte, fiir welche u = 0 (mod 1) 
ist, bilden eine nicht leere, abgeschlossene, echte Teilmenge von R, ebenso 
die Punkte, fiir welche » = 0(mod1) ist. Die Menge der Fixpunkte ist 
der Durchschnitt beider. Es sei 4 eine feste Zahl aus dem Intervall 0 < 6 < }. 
Auch die Punkte u= +4 bilden eine nicht leere, abgeschlossene, echte 
Teilmenge von R. «¢, sei ihr Abstand von u=0. Ebenso sei «, der 
Abstand der Mengen » = +dundb=0. » sei eine solche positive ganze 
Zahl, de® ><“ und >< ist. Dann teile man das Binheitsquadrat 
durch Parallele zu den Seiten in »* Quadrate von der Kantenlinge +. 
M,, sei die Menge der inneren Punkte aller derjenigen Quadrate, in denen 
oder auf deren Rand mindestens ein Punkt liegt, fiir den u = 0 ist, ver- 
mehrt um die inneren Punkte derjenigen Quadratseiten, die zwei solche 
Quadrate trennen, und um diejenigen Quadratecken, an die vier solche 
Quadrate stoBen. Fiir alle Punkte von M, ist dann — 6 < u < + 6(mod 1), 
also ist M, nur ein Teil von R. M, besteht aus einem oder mehreren 
Gebieten G,, G,, ... in endlicher Zahl. Jedes G; wird von einem oder end- 
lich vielen Quadratseitenpolygonen TT,; TT,,... begrenzt. Auf einem solchen TT 
liegt kein Punkt u = 0, da diese Punkte alle zu M, gehéren; auf TT ist 
also 0 <u <d(mod1) oder —d<u<0, so daB wir ,,positive und 
,»negative* Polygone unterscheiden kénnen. Da auf den TT z.B. der 
Wert u =} nicht angenommen wird, sind sie vom Typus I. 

Nun durchlaufe man die Kurve B und achte auf ihr Verhalten zu 
den Gebieten G. Das Betreten eines G an einem negativen TT und das 
Verlassen eines G an einem positiven TT werde mit dem Index +1, das 
Betreten eines G un einem positiven TT und das Verlassen eines G an 
einem negativen TT mit dem Index —1 bewertet und die Indexsumme J 
lings B gebildet. (Diese Vorginge des Betretens und Verlassens treten 
nur endlich oft ein). Da u lings B den von Null verschiedenen Sum- 
manden p aufnimmt, ist J—2p. Der Beitrag Jy,, den ein bestimmtes 

Pp i-m,\2 
Polygon TT, vom Typus I,-2, = (4 a ) zu J liefert, ist dem absoluten 
Betrage nach gleich dem absoluten Betrag der ,,Charakteristik der beiden 


Kurven B und TT,“*), dh. gleich dem Betrag der Exponentendetermi- 
nante der beiden Kurventypen, also 


0 1 
| Jn,|=| 





P 
om —— oy 


*) Vgl. z. B. H. Weyl: ,Strenge Begriindung der Charakteristikentheorie suf 
zweiseitigen Flachen“. Jahresbericht d. D. M. V. 25. 
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Ist also TT, reduzibel, also z, = 0, so liefert es keinen Beitrag zu J. Es 
mu8 daher unter den TT auch irreduzible geben. Ist TT, irreduzibel, also 
z, + 0, so mu, da ein Randpolygon eines zusammenhiingenden Gebietes 
sich nicht selbst iiberschneiden kann, eine Kurve vom Typus I,<¢, aber, 
wie man leicht erkennt*), mindestens z,— 1 Selbstiiberschneidungen hat, 
notwendig z,=1 sein. Also liefert TT, zu J den Beitrag + ‘, und wir 
erkennen, da8 es mindestens 2¢ irreduzible Polygone TT geben muB, jedes 
vom Typus I’,.;. Da nun ein irreduzibles Polygon (eine irreduzible Kurve ) 
auf R nicht begrenzt, zwei irreduzible Polygone (Kurven) vom selben 
Typus aber stets begrenzen, so verteilen sich die irreduziblen Randpolygone 
zu je zweien auf mindestens e aus den Gebieten G,, die wir kurz die 
,itreduziblen Gebiete“ nennen mégen, im Gegensatz zu ,,reduziblen Ge- 
bieten“, die ganz dem Inneren eines reduziblen Randpolygons angehéren. 

Sei nun G, ein irreduzibles Gebiet, TT, und TT, die beiden zu seiner 
Begrenzung gehdérigen irreduziblen Polygone. Sind diese beide positiv 
oder beide negativ, so heben sie sich in ihrem Beitrag zuJ auf, und wir 
nennen G, ein ,,unwesentliches irreduzibles Gebiet‘*. Ist aber TT, positiv 
und TT, negativ oder umgekehrt, so verdoppeln sie sich in ihrer Wirkung, 


liefern also zusammen zu J den Beitrag aa oder =2P. G, soll dann 


ein ,,wesentliches irreduzibles Gebiet erster Art‘ bzw. ,,zweiter Art“ heiBen. 
Wir erkennen also: 


Die Anzahl der wesentlichen irreduziblen Gebiete erster Art mu8 
diejenige der zweiten Art um genau e Einheiten iiberwiegen. 
Wir wiederholen nun das ganze Verfahren unter Auszeichnung des 


Wertes u=} statt u=0. Sei », der Abstand der Mengen u=} und 


u= +i und », der Abstand von » =} und p= +} und ferner yu eine 


*) Es sei y= A* B! und [=y2=(A* B)* = A* BY. Ein Bild von F in der 
u-v-Ebene laufe von u,, v, nach u,+K, v,+L. Man betrachte alle diejenigen zu 
diesem homologen Bilder von J’, die aus ihm durch alle positiven und negativen 
Potenzen der Substitution @=u+K, }=v+L entstehen. Diese fiigen sich zu einem 
unendlichen Kurvenzug S aneinander, der die u-v-Ebene teilt, und auf den sich 
eine Durchlaufungsrichtung von F iibertragt. Nun sei S, das Bild von S bei der 
Substitution @=u+yk, t=v+yl, wobei 0<y<~z ist. Hitte S, mit S keinen 
Punkt gemeinsam, so miiBte es z. B ganz links von S liegen; dann lige ebenso S,,, 
das aus S, durch nochmalige Anwendung derselben Substitution entsteht, ganz links 
von S,, also a fortiori ganz links von S und von diesem durch S, getrennt, S,, wieder 
ganz links von S,, usw. Nach spitestens z Schritten ist aber S,,=S, woraus ein 
Widerspruch folgt. Also hat S, mit S mindestens einen Uberkreuzungspunkt; dieser 
entspricht einer Selbstiiberkreuzung von F. Da y jeden ganzzahligen Wert aus dem 
Intervall 1<y<2z—1 annehmen kann, so folgt, daB I” mindestens # — 1 Selbstiiber- 
kreuzungen hat, die sich evtl. zu mehrfach zéhlenden Uberkreuzungspuakten ver- 
einigen kénnen. 
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solche positive ganze Zahl, daB =. a und at a ist. Dann konstruieren 


wir die Quadratteilung mit der Seite ; und zeichnen ebenso wie friiher 


die Menge N, aller Quadrate aus, die einen Punkt u=$ besitzen. N, 
hat dann von M, einen endlichen Abstand. Dann erschlieBen wir wie 
oben die Existenz von h>e irreduziblen Gebieten H,,H,,... von Ny, 
zu deren Berandungen je zwei irreduzible Polygone vom Typus I’,-; 
gehéren. 


Die irreduziblen Gebiete H und G haben keine Punkte gegenseitig 
gemeinsam. Die letzteren werden also durch die ersteren auf R in h Gruppen 
getrennt, wenn wir gegebenenfalls auch ,,leere“ Gruppen mitzahlen. Seien 
G, und G, zwei wesentliche irreduzible G-Gebiete derselben Gruppe, die 
durch kein weiteres wesentliches irreduzibles G-Gebiet innerhalb der Gruppe 
getrennt werden, und seien TT, bzw. TT, diejenigen irreduziblen Rand- 
polygone von G, bzw. G,, die diese einander innerhalb der Gruppe zu- 
kehren; endlich sei K das von TT, und TT, begrenzte Zwischengebiet von 
G, und G,. Dann verbinden wir TT, und TI, in K durch einen solchen 
Weg w, der es vermeidet, etwa in K enthaltene reduzible G- oder H- 
Gebiete zu betreten. Auf w wird also u =} nicht angenommen. u = 0 
kann auf m nur angenommen werden, wenn unwesentliche irreduzible 
G-Gebiete zu K gehéren. Da aber die irreduziblen Randpolygone eines 
solchen gleichartig sind, so kann u langs w von TT, nach TT, auch nicht 
durch u = 0 hindurch das Zeichen geweckselt haben. TT, und TT, sind 
also beide positiv oder beide negativ und G, und G, demnach von ent- 
gegengesetzter Art, so da8 sie sich in ihrem Beitrag zu J aufheben. Wir 
schlieBen, da8 eine Gruppe giinstigstenfalls den Beitrag eines wesentlichen 
irreduziblen Gebietes erster Art liefern kann, daB es also mindestens e 
nicht leere Gruppen geben mu8. Wir kénnen also e irreduzible Gebiete G,, 
die wir mit Gy, Gu2,..-, Gu, bezeichnen, und e irreduzible Gebiete 
Hy 1, Hu2,..., Hy, auf R so auswahlen, daB fir e>1 die ersteren 
durch die letzteren getrennt werden und umgekehrt. 


Vertauscht man nun die Rollen von u und vb, geht also von der 
Menge M, derjenigen »-Quadrate aus, die einen Punkt » = 0 besitzen, 
fiir die also — 6< » <6(mod1) ist, bzw. von der Menge N, derjenigen 
#-Quadrate, die einen Punkt » =} besitzen, so gelangt man durch die- 
selbe Uberlegung zu je f irreduziblen Gebieten G,,,, Gv,2,..., Gor bzw. 
H,,:, Ho, ..., Hy von der Eigenschaft, daB fiir f >1 die ersteren durch 
die letzteren auf R getrennt werden und umgekehrt. Die je zwei irre- 
duziblen Randpolygone dieser Gebiete sind vom Typus 4,-;. 


Nun betrachte man die simtlichen Abbilder von H, , in der u-v- Ebene. 
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Diese setzen sich zu Streifen zusammen, die die Ebene in der durch den 
Typus J" bestimmten Richtung, der Richtung der Geraden 


P 


l—m 


u 
v 


durchziehen und die durch die Parallelverschiebungen des ganzzahligen 
Koordinatengitters ineinander iibergehen. H,, erzeugt analoge ,,Parallel- 
streifen“ in der durch den Typus 4 bestimmten Richtung der Geraden 


i—¢ 


i, 
v n° 


Derjenige Teil der Ebene, der zwischen zwei benachbarten Streifen der 
ersten Schar und zwischen zwei benachbarten Streifen der zweiten Schar 
liegt, mége das ,,Zwischengebiet“ der beiden Streifenpaare heiBen. Dann 
bestimmen die beiden Scharen so viele einander nicht homologe Zwischen- 
gebiete, wie der absolute Betrag der Charakteristik der beiden Typen I 
und 4 angibt, also die Zahl 

| zg i-s 

, é 
Z =|! han 

7 
Nimmt man die durch H,,,..., Hy, erzeugten Streifen hinzu, so wird 
jedes der bisherigen Zwischengebiete in e neue zerschnitten; und nimmt 
man dann noch die durch H,,,,..., Hy, erzeugten Streifen hinzu, so wird 
jedes dieser wieder in f neue zerschnitten. Insgesamt bestimmen die 
Hy; (¢=1,...,¢) und die Hy, (k=1,..., f) also 


Z=e-f-Z'’=|m+q—d-—1| 


einander nicht homologe Zwischengebiete. Da zwischen je zwei benach- 
barten H,,- bzw. H,,-Streifen ein G,,,- bzw. G,,,-Streifen liegt, die sich 
also im zugehdérigen Zwischengebiet iiberkreuzen, so gibt es also in jedem 
Zwischengebiet mindestens ein, insgesamt also mindestens Z »-Quadrate, 
die sowohl zu M, als auch mu M, gehéren. Man kann also stets Z Durch- 
schnittquadrate von M, und M, so angeben, da8 man von jedem zu einem 
andern nicht gelangen kann, ohne ein H,,; oder H,,, m durchqueren. 

Fiir jeden Punkt eines solchen Durchschnittquadrates gilt fiir den 
Abstand HZ des Punktes von seinem Bildpunkt 


EB =V(u'— u)*+ (v’—v)*=Vu" + v* < v2. 


Wahit man nun fiir 4 eine gegen 0 konvergierende Reihe von Werten 
4,, 5,,... und wahlt man zu jedem 4, die Zahl », auBer nach den friiheren 
Ungleichungen noch so, da8 y,,., ein Vielfaches von »,, ist, so ist die Quadrat- 


|\=4-|m+q-d-1]. 


e 
S 
f 
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teilung fiir den Index x +1 eine feinere Unterteilung derjenigen fiir den 
Index x. Jedes Durchschnittquadrat von M,(x-+-1) und M,(x-+1) ist 
in einem solchen von M,(x) und M,(x) enthalten, da es einen Punkt 
u = 0 und einen Punkt r =0 besitzt. Eine solche Folge von ineinander 
geschachtelten Quadraten, tiir welche jede Quadratseite ein ganzzahliges 
Vielfaches der folgenden ist, konvergiert gegen einen Punkt, wahrend gleich- 
zeitig der Abstand EZ der Punkte des einzelnen Quadrates von ihren Bild- 
punkten mit 6 gegen 0 konvergiert. Jeder solche Konvergenzpunkt ist 
also Fixpunkt. 

Die Gebiete H,; und H,, hangen nur von der festen Zahl » ab und 
sind also fiir alle 6, dieselben, ebenso daher auch die Z Zwischengebiete, 
die durch Streifen von iiberall endlicher Breite voneinander getrennt sind. 
In jedem der Zwischengebiete mu8 es nun nach dem Obigen mindestens 
einen Konvergenzpunkt geben, also gibt es mindestens Z voneinander ver- 
schiedene Fixpunkte’). 

Die oben gemachten Voraussetzungen n+0 und p+ 0 sind nach- 
traglich aufzuheben. Ist p=0, so ist mg=+1, alom=+1. Ist 
m=-—1, so ist der Gesamtindex lings der Kurve 4: J=—4. LaBt 
man dann die Kurve A die Rolle der Kurve B in den obigen Uberlegungen 
iibernehmen, so bleiben alle Schliisse entsprechend in Kraft. Ist m = +1, 
so hat die Abbildung keinen notwendigen Fixpunkt; in diesem Fall ergibt 
die obige Formel Z= 0. Ebenso ist die Beschriankung fiir » aufzuheben. 

Andererseits ist es leicht, Abbildungen von jedem vorgeschriebenen 
Typus zu konstruieren, welche nur diese Minimalzahl Z von Fixpunkten 
aufweisen; solche werden z. B. durch die lineare Transformation geliefert: 


u’=mu-+ pv, 
v’ =nu-+ gv. 
Damit ist der Satz*) bewiesen: 


Sind auf einer zweiseitigen geschlossenen Ringflache A und B zwei 
geschlossene irreduzible gerichtete Kurven, die sich nur in einem 
Punkte schneiden, und gehen bei einer Transformation der Flache 


*) Man findet leicht durch néhere Untersuchung der H, , und H,,, da8 man 
Z Fixpunkte so auswahlen kann, da8 man von einem zu einem andern nicht gelangen 
kann, ohne da8 u oder » oder beide einen von Null verschiedenen ganzzahligen Sum- 
manden aufnehmen. Ist also « der kleinere der beiden Abstinde zwischen den Mengen 
u=0 und u=} bew. »=0 und »=}, so daB also « eine durch die gegebene Ab- 
bildung bestimmte endliche GréBe ist, so lassen sich unter den Fixpunkten der Ab- 
bildung mindestens Z so auswahlen, da8 keiner einem andern naher als bis auf 2s kommt. 

®) Diesen Satz habe ich in meiner Schrift ,Kurvennetze auf Flachen“ (In.-Diss. 
Kiel 1913) auf 8. 58 ausgesprochen. Es ist dort ,Geschlecht 1“ statt ,Gesehlecht 0“ 
zu_lesen. 
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in eich A bzw. B in zwei Kurven vom Typus A™ B” bzw. A” B* 
iiber, so hat die Transformation mindestens | m+ gq — d —1| ver- 
schiedene Fixpunkte, aber nicht notwendig mehr. Dabei ist 
d= mq—np=-+1 oder = — 1, je nachdem die Transformation 
die Indikatrix erhalt oder umkehrt. 


§ 2. 
Die einseitige Ringfliche. 


Im §1 wurden die Randpunkte des Einheitsquadrates so zusammen- 
geordnet, daB eine geschlossene zweiseitige Ringflaiche entstand. Diese 
deformiere man nun weiter so, daB der Punkt (u,v) in die unmittelbare 
Nahe des Punktes (1 — wu, v-+ 3) gebracht wird, und mache die so ent- 
stehende Doppelfliche zu einer einseitigen Ringflache R, indem man diese 
Punkte zur Koinzidenz bringt und als einen auffaBt. Diese Fliche be- 
schreibt Klein als sich selbst durchsetzenden Schlauch’). Dehn behandelt 
sie in seiner Abhandlung ,,Uber unendliche diskontinuierliche Gruppen‘**). 
Die Flache R wird durch die Hialfte des Einheitsquadrates reprasentiert. 
Als Erzeugendensystem der Fundamentalgruppe F der durch den Punkt 
u=—=wv=0 gehenden geschlossenen Kurven bieten sich dar die Kurve A 
(v=0, uw von 0 bis 1; baw. v=, w von 1 bis 0) und die Kurve C 
(w=0, v von 0 bis 3; baw. w=1, v von 0 bis 3). F ist aber nicht 
mehr kommutativ. An die Stelle der Relation ABA™*B™*=1 beim 
zweiseitigen Ring ist: vielmehr die Relation ACAC™*=1 getreten. 

Um die auf R méglichen topologischen Abbildungstypen aufzusuchen, 
fragen wir, dem in der Einleitung Gesagten entsprechend, nach allen 
Klassen von Isomorphismen von F. 

Nach der definierenden Relation ist AC =CA™* und CA=A™“C. 
Man darf also A mit C vertauschen, wenn nur der Exponent von A das 
Zeichen wechselt, jedesmal wenn A ein C passiert. Daher ist jedes Element 
von F in der Form A*C” darstellbar. Es sei 


pees 
o’ = A’C* 


ein nicht zur Klasse der Identitaét gehérender Isomorphismus. Dann mu 
gelten 


A'C'A'C’"* = A"0" A®C*A"C0"C 1A? = ACO’ = 1. 


*") F. Klein, ,Ober Riemanns Theorie der algebraischen Funktionen usw.“, 8. 80. 
*) Math. Ann. 71, 8S. 126ff. 
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Daraus folgt n= 0. Dann ist g+0. Da A’,C’ ein Erzeugendensystem 
ist, so muB es zwei Zahlen z und y geben, so daB 
A=A'*0"" = A™*(AC")’. 
Daraus folgt y=0, weil g+0, ferner zm=1, aloo m=+1. Ferner 
mu8 es zwei Zahlen z’ und y’ geben, so daf 
C= A'* 0" = At* (A0")". 
Daraus folgt gy’ = 1, also g= +1, so da8 alle Isomorphismen die Form 
haben: , 
A -_ A* 
ens 
Ist hierin A’— A~*, so gehért der Isomorphismus 
A'=A 
CO’ = A~*0** 
zur selben Klasse, so da8 wir auf jeden Fall A’ = A voraussetzen diirfen’). 
Ist sodann weiter p=2r bzw. p=2r+1, so gehért zur selben 
Klasse der Isomorphismus 
viee fare 
P zw. : 
C =A'C*'A’ C = A"**C*'A". 
Bringt man hierin wieder alle A nach vorne, so heben sich 2r Bestand- 
teile A auf, und man erkennt, da8 sich alle von der identischen ver- 
schiedenen Klassen von Isomorphismen durch die drei folgenden Formen 
reprasentieren lassen: 


A=awA = A’ =A 
J { a oe « J, 


o’=o"* o’'=aco * \o’=aAc-. 
: ae A=A , 
Diese drei Klassen bilden mit der identischen Klasse J,: } _, eine 
Gruppe. y=0 


Man erkennt sofort, da8 man zu jeder der gefundenen Isomorphismen- 
klassen leicht Abbildungen konstruieren kann. Also folgt: 
Die Gruppe der Abbildungstypen der einseitigen Ringfliche ist 
endlich; sie hat die Ordnung 4. 
Wieviel Fixpunkte miissen bei diesen vier Abbildungstypen mindestens 
auftreten? 





*) Das besagt geometrisch, da8 die einzige doppelpunktlose ,Amphidrome“ der 
Flache (vgl. Dehn, 1. c., 8.129) bei jeder topologischen Abbildung in eine homotope 
Kurve iibergeht. 
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R steht vermége seiner Entstehung in einer ein-zweideutigen Korre- 
spondenz mit einer zweiseitigen Ringfliche R*. Der Kurve A auf R ent- 
spricht eine Kurve A* auf R*. Die Kurve C auf R ist auf R* erst bei 
zweimaliger Durchlaufung geschlossen und ergibt dort die im §1 mit B 
bezeichnete Kurve. Es ist also C°—B. Jeder topologischen Abbildung 
von R auf sich entsprechen nun zwei solche von R™ auf sich), die sich 
durch die Indikatrix unterscheiden. Ist bei der einen A*’— A*, 20 ist 
bei der andern A*’—A*™*. Ferner ist 


bei J,: B’= 0'°=0*= B, 

» J: B’=O0"=0'°=B", 

» J: B’=O"%=ACAC=AA*OC=C'=B, 

» J: B’=O"=AO'AC'*=AA™“*0'C*=0*=B". 
Aus dem Ergebnis des §1 1aBt sich also bei den Typen J, und J, fiir 


keine der beiden Abbildungen von R* auf sich die Existenz von Fix- 
punkten folgern. Bei J, und J, hat die Abbildung 
A® a aes 

B’ = B™* 
Da R* eindeutig auf R bezogen ist, entspricht einem Fixpunkt auf R* 
auch ein solcher auf R. Da aber R zweideutig auf R* bezogen ist, kénnen 
einem Fixpunkt auf R zwei verschiedene auf R* entsprechen. Wir kénnen 
also nur folgern, daB die Abbildungen von R auf sich von den Typen J, 
und J, zwei notwendige Fixpunkte haben. Und es ist auch leicht, Trans- 
formationen zu konstruieren, welche im Falle von J, und J, keine und 
im Falle von J, und J, nur zwei Fixpunkte haben. Wir erhalten also 
den Satz: 

Ist A auf einer einseitigen Ringflache R eine doppelpunktlose ,,Amphi- 
drome“, d. h. eine nicht auf einen Punkt zusammenziehbare Kurve, die 
auf R in sich selbst mit umgekehrter Durchlaufungsrichtung stetig de- 
formierbar ist, und C eine geschlossene Kurve, die A nur in einem Punkte 
schneidet, und ist bei einer topologischen Abbildung von R auf sich das 
Bild CO’ vonC in C~ oder AO™ stetig iiberfiihrbar, so hat die Abbildung 
mindestens 2, aber nicht notwendig mehr als 2 Fixpunkte. Ist aber 0’ 
in C oder AC stetig iiberfiihrbar, — und damit sind alle Méglichkeiten 
erschépft, — so hat die Abbildung keinen notwendigen Fixpunkt. 


mindestens Z = |m + q — d — 1| = 4 Fixpunkte. 


19) Vgl. meinen Aufsatz ,Uber fixpunktfreie Abbildungen geschlossener Flachen“, 
Math. Annalen 81, S. 94—96. 


(Eingegangen am 15. Januar 1920.) 








Uber die Minimalzahl der Fixpunkte bei den Klassen von 
eindeutigen stetigen Transformationen der Ringflichen. 


Von 
L. E. J. Brouwer in Amsterdam. 


Die von Herrn Nielsen im vorstehenden Aufsatz fiir die topologischen 
Transformationen der Ringflachen erzielten Resultate werden im folgenden 
auf die eindeutigen stetigen Transformationen ausgedehnt. Dabei werden 
zwei derartige Transformationen zur selben Klasse gerechnet, wenn sie 
sich (unter Erhaltung der Eindeutigkeit und der Stetigkeit) stetig in- 
einander iiberfiihren lassen *). 


§ 1. 
Die zweiseitige Ringfliche. 


Sei (A, B) eine Basis der Fundamentalgruppe des Torus, so gehért 
za jeder eindeutigen stetigen Transformation dieser Flache in sich ein 
Formelsystem A'— A™B* 

B’ = A’ Bt, 
wo m,n, p,q keinerlei Beschrinkung unterliegende ganze Zahlen be- 
zeichnen. Die Menge der Transformationsklassen des Torus und die Menge 
der Zahlengruppen (m,n, p,q) entsprechen sich eineindeutig. Durch An- 
wendung der Nielsenschen Methode findet man miihelos, daB jede Trans- 


) Vgl. Proc. V. Int. Congr. of Math. (Cambridge 1912) 2, S. 9; Amsterd. Ber., 
holl. Ausgabe, 21, 8S. 300, engl. Ausgabe 15, 8. 352 (1912). Im AnschluB an das Re- 
sultat dieser Arbeiten ersieht man mittels Betrachtung der Transformation der Car- 
tesischen Ebene 

arc cot 2’ = n arc cot z y’=y+1 


im Zasammenhang mit dem in Math. Ann. 71, 8. 114 formulierten Satz 3, daB im 
Falle der Kugel die Fixpunktminimalzah] bei der Klasse der Transformationen vom 
Grade —1 gleich 0, bei jeder anderen Klasse gleich 1 ist. 
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formation der Klasse (m,n, p,q) mindestens |mq—np—m—q+1| 
Fizpunkte aufweist, und durch Betrachtung passender linearer Trans- 


formationen ersieht man sofort, daB diese Minimalzahl bei jeder Klasse 
auch wirklich vorkommt. 


§ 2. 
Die einseitige Ringflaiche. 


Sei (A,C) die von Nielsen benutzte Basis der Fundamentalgruppe 
der einseitigen Ringfliche #, so gehért zu einer eindeutigen stetigen Trans- 
formation ¢ von E in sich ein Formelsystem 


A = AC" 
QO’ = A’C*. 


Hierin ist, weil das Bild der amphidromen Flaichenkurve A wieder 
amphidrom sein mu8, n = 0; weiter folgt aus der Relation A’O’ A’C’~*=1, 
daB g ungerade ist. Wir erhalten also das zur Transformation ¢ gehérige 
Formelsystem in der Gestalt 


A’ = A” 
o’ = A’o*™ } 


Je nachdem p gerade oder ungerade ist, werden wir die Trans- 
formation ¢ sowie ihre Klasse gerade oder ungerade nennen. Alsdann 
enthalt jede gerade bzw. ungerade Klasse eine Transformation mit dem 
Formelsystem 


A’ = A” A’ = A” 


(1) oO’ = ott ow. om Ac***} , 


wo m nicht-negativ ist. Die Menge der Zahlengruppen (m,r) (m eine 
nicht-negative, r eine beliebige ganze Zahl) entspricht sowohl der Menge 
der geraden wie der Menge der ungeraden Transformationsklassen von EZ 
eineindeutig. 

Wenn man in der von Nielsen angegebenen Weise aus (A, C) eine 
Basis (A, B) der Fundamentalgruppe des H doppelt iiberdeckenden Torus R 
herleitet, so entsprechen einer Transformation ¢ von H, welche einer der 
beiden Klassen (m,r) angehért, zwei der Reihe nach dep Klassen 
(m, 0, 0,2r-+1) und (— m, 0, 0,2r-+1) angehérende Transformationen 
t, und ¢, von R; wenn f,/,, f, der Reihe nach die Anzahlen der Fix- 
punkte von ¢, ¢,, t, bezeichnen, so ist f= 3(f, + f,). 
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Nun haben wir aber nach § 1: 


f, ]}|2r(m—1)| 
f,=|2r(m+1)|, 
mithin fiir m + 0: 
f=>|2mr| 
und fir m= 0: 
fS|2r|, 


wahrend man wieder innerhalb jeder Klasse (m,r) leicht eine lineare 
Transformation bestimmt, welche nicht mehr als diese Minimalzahl von 
Fixpunkten aufweist. 


(Eingegangen am 20. Januar 1920.) 


Uber die Torsion prismatischer Stibe von polygonalem 
Querschnitt. 


Von 
E. Trefftz in Aachen. 


Die Bestimmung der Torsionsfestigkeit prismatischer Stabe ist durch 
de Saint Venant auf die Integration der ersten Randwertaufgabe fiir die 
Gleichung 4u = 0 auriickgefiihrt worden. Trotz des erheblichen tech- 
nischen Interesses ist die Aufgabe aber nur fiir eine ganz geringe Zahl 
von Querschnitten wirklich gelést worden. Fiir den. kreisférmigen und 
elliptischen Querschnitt und fiir das gleichseitige Dreieck ergeben sich die 
Lésungen in geschlossener Form auf elementarem Wege, fiir das Rechteck 
durch Reihenentwicklung. Dariiber hinaus existiert nur noch eine Unter- 
suchung von F. Kétter') iiber die Torsionsfestigkeit des Winkeleisens, fiir 
das die Lésung ebenfalls nach Abbildung des Querschnitts auf die Halb- 
ebene durch Reihenentwicklung gewonnen wird. In Erginzung dieser 
Untersuchungen méchte ich im folgenden einen Gedankengang darstellen, 
der fiir alle geradlinigen Polygone zur Lésung fiihrt. 


§ 1. 
Vereinfachung der Randwertaufgahe’). 


Zur Berechnung der Torsionsspannungen eines prismatischen Stabes 
legen wir ein Koordinatensystem so, daB die z-Achse mit dee Stabachse 
zusammenfallt. Bezeichnet man die Verschiebungen in der z-, y- und 
z-Richtung mit u, v und w, die Verdrehung des Stabes pro Lingeneinheit 
mit w und mit G den Schubmodul, so erfiillt der Ansatz 


(1) U=—Oyz, Vv=orz, w=ap(zy) 
1) Sitzungsberichte der Kgl. PreuB. Akademie der Wissenschaften. Math.-phys. 


Klasse 1908. 


*) Man vergleiche Riemann-Weber, Die partiellen Diff.-Gl. d. math. Physik, 2, 
8. 176 (der vierten Auflage). 


Mathematische Annalen. 82. 7 
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die Differentialgleichungen der Elastizitatstheorie, wenn g der Differential- 
gleichung: 

8 2 
(2) Fs + <2 m0 


éa* dy* 


geniigt. Die Randbedingung fiir » erhalten wir aus dem Ausdruck fiir 

die Spannungen: 

< oy ae oy 

(3) ,,—=Ga(—y+%), ty: = Ga(2 +2) 

Da die Mantelfliche des Stabes spannungsfrei sein soll, so mu8 am Rande 

des Querschnitts der Spannungsvektor tangential verlaufen, d. h. es muB8 
, dy dz 

(4) 237 — "ys ap = 9 

sein. Diese Randbedingung vereinfacht sich in bekannter Weise, wenn 

man @ als den Realteil einer analytischen Funktion » + iy auffaBt und 

die Randbedingung fiir y (mit Unterdriickung einer unwesentlichen Inte- 

grationskonstanten) zu 


8 2 
(5) pa tae *) 





ermittelt. Da die Funktion y ebenfalls der Gleichung 4y =—0 geniigt, 
ist das Problem hiermit auf eine einfache Randwertaufgabe der Theorie 
des logarithmischen Potentials zuriickgefiihrt. 

Fiir solche Querschnitte, die von geradlinigen Polygonen begrenzt 
sind, 148t sich diese Randwertaufgabe nun ganz besonders einfach formu- 
lieren, wenn man statt der komplexen Funktion » + iy ihre zweite Ab- 
leitung nach z= x + iy einfiihrt. Setzen wir zunichst 





> . d(g+iy) 
(6) P+ 8d = Tetiy)’ 
so ist 
= -.. — Pe 
Pie dy’ — - 
und setzen wir ferner 
-, 4@(p+iq) d* (¢+iyp) 
(7) ‘+t=-e ~ ; 
so wird 
gan 2 on in Ba 
O02 by’ — Op ds” 


Die Schubspannungen driicken sich dann durch den ersten Differen- 
tialquotienten aus: 


(8) t,,=+Go(—y+p), t,,=Ga(x—q). 


*) Uberstrichene GréBen bedeuten Randwerte. 
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Bezeichnet z, den Winkel, den die »-te Polygonseite mit der z-Achse 
bildet und di das Langenelement auf dieser Seite, so liefert eine zwei- 
malige Differentiation der Randbedingung (5) nach di 














ay 

9) — = 
| m 

Nun ist aber 

a* ay dz\? dy\?, dyd*z , dpa’ 

at® az® Ca) "Eh ai al “v (in) Te ae dy al* 
Hier ist 
dz dy : a*y ay a*y d*z d*y 
=, = cos > 7 = >a = -—- = t*, = 8,7" _—_ = = 0, 
dl ty a x, ax? ay* Oxdy au’ a’ 
Wir erhalten daraus: 
(10) 8 sin 27 + ¢ cos2y = 1. 


Dies ist die Gleichung einer Geraden, die vom Nullpunkte den Ab- 
stand 1 hat und mit der s-Achse den Winkel — 27, bildet. Betrachten 
wir also die konforme Abbildung, die durch die Funktion s +- it vermittelt 
wird, so folgt aus Gleichung (10), daB bei dieser Abbildung die »-te Poly- 
gonseite des Querschnitts in ein Stiick der Geraden 8 sin2y + tcos2y = 1 
iibergeht. Es wird also der gegebene Querschnitt wieder auf ein Polygon 
abgebildet. Die Seiten des gegebenen Polygons in der z-Ebene bilden 
mit der x-Achse die Winkel z,, 7,, 7, usw., die Seiten des entsprechenden 
Polygons in der s -+ ¢t-Ebene mit der s-Achse die Winkel — 27,, — 24,, 
— 24, usw. Bezeichnen wir die Winkel in den Ecken des ersten Polygons 


mit a,, @,...,@,, im den entsprechenden Ecken des zweiten Polygons 
mit £,, B,,...,8,, 80 ist 
(11) B, = (2m, + 1)a — 2¢,, 


wo die m, ganze Zahlen sind. 


Wir haben demnach unser Problem auf die Aufgabe zuriickgefiihrt, 
ein Polygon in der z-Ebene mit den Winkeln a, ...«, auf ein dem Ein- 
heitskreis umschriebenes Polygon der (s + it)-Ebene mit den Winkeln £, 

.. 8, derart abzubilden, daB die Ecken den Ecken entsprechen. Nun 
kénnen natiirlich zwei gegebene Polygone im allgemeinen nicht so auf- 
einander abgebildet werden, daB die Ecken den Ecken entsprechen. Das 
ist im vorliegenden Falle nur méglich, weil es uns noch freisteht, in dem 
Polygon der s + t-Ebene Verzweigungspunkte in solcher Zahl und Ver- 
teilung anzubringen, da8 wir die genannte Bedingung erfiillen kénnen. 


7* 
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§ 2. 
Die Abbildung auf die Halbebene und die Lésung der Randwertaufgabe. 


Die am Schlusse des vorigen Paragraphen gestellte Abbildungsaufgabe 
wollen wir jetzt in der Weise lésen, daB wir die z-Ebene sowohl als die 
st-Ebene auf eine Hilfsebene ¢ = + in so abbilden, daB die beiden Po- 
lygone in die obere ¢-Halbebene iibergehen. 

Wir bezeichnen die Ecken des gegebenen Querschnitts (@) in der 
zy-Ebene mit 1,2, 3,...,m, und legen das Koordinatensystem so, dai 
die Seite (m, 1) in der x-Achse 
liegt, und daB der Nullpunkt in 
das Innere dieser Strecke fillt 
(siehe Fig. 1). Wir betrachten 
ferner die Ebene der komplexen 
Variabeln ¢ = § + é7, auf deren 

Fig. 1. Abbildung des gegebenen Polygons obere Halbebene das Polygon @ 

auf eine Halbebene. abgebildet sei. Bezeichnen wir 

die Punkte der é-Achse, die hier- 

bei den Polygonecken entsprechen, mit ¢,, ¢,,...,¢,, so wird die Abbil- 
dung nach den Formeln von Schwarz durch das Integral: 


(12) :=f 3 








T= Ey)IM™ (T= Gy) PWM (Cog) 
geleistet, wobei die Exponenten x sich aus den Winkeln des n-Ecks zu 
bed) 
( 13) %), — = 


bestimmen. 


Betrachten wir zweitens das Polygon in der st-Ebene, so wissen wir, 
daB bei der Abbildung die Ecken in die Ecken von @ iibergehen, sie 
miissen also in der ¢-Ebene auch den Punkten ¢, ...¢, entsprechen. Die 
Beziehung zwischen der (-Ebene und der st-Ebene wird nun ebenfalls 
durch ein Integral der Form (12) vermittelt — nur erhalt das Integral 
eine etwas allgemeinere Form. An Stelle der Exponenten 1 — x treten 
im Nenner die Exponenten: 

(14) 4, =1—& —*% —_ 2m, = 2x, — 2m, 

AuBerdem kann aber, wie wir bereits bemerkten, die st-Ebene ver- 
zweigt sein. Wir tragen dem Rechnung, indem wir dem Integranden in 
(12) noch eine ganze rationale Funktion R(¢) mit reellen Koeffizienten 
hinzufiigen, deren Nullstellen eben den Verzweigungspunkten entsprechen, 
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Wir erhalten damit: 


e ° TT (¢— on)? R(C) de 
(15) s+ f T(¢—t,)2% 








> 


wobei wir voraussetzen kénnen, daB R(¢) die ¢, nicht mehr zu Null- 
stellen hat. 


Wir bestitigen zunachst, dali unser Ansatz in der Tat die Losung 
des Problems liefert. Wir betrachten zu diesem Zwecke die Strecke 
¢, —Cy41 auf der &-Achse, die der »-ten Polygonseite entspricht. Nach 
Gleichung (10) soll langs dieser Strecke 

ésin 27, + ¢cos27,=1 
sein. Wir schreiben hierfiir: 
J {e'*% (8+ it)} =1 (J = Imaginarteil ) 


‘ 


und erhalten durch Differentiation: 
{ pca,, (48 i) }= 
J} ett (G+ ge) }=0. 
Bilden wir nun aus Gleichung (15) 


.dt — TT(S—Cy)*™*- R(C) 
ati dE W(e-t)™ 





, 


so ist der Zahler reell, da R reell und die m, ganze Zahlen sind. Aus 
dem Produkt im Nenner sind diejenigen Faktoren reell, fiir die ¢,<¢ 
ist, d.h. also von ¢—¢, bis¢ —¢,. Fiir die Faktoren ¢ — ¢,,; bis¢ —(¢,, 
wird (—f(,=—|¢€—,|e%*s*. Es wird also, wenn wir alle reellen 
GréBen zu Z zusammenfassen: 
_ -_ * 

a+iGaZe ve ome Pe 
Es bleibt zu zeigen, daB der Exponentialfaktor gleich e~*** ist. Ist y, 
der Winkel der h-ten Polygonseite, z,,, der der h-+1-ten gegen die 
xz-Achse, so ist 

Xnti — Xn = % — Wpais 


also (durch Summation von y+ 1 bis n) 


n 
ln — te = ("—¥—1)n-- Day. 
v+1 
Es folgt, da x, = 22 ist: 
~13 30, 
e-*%% —= te *tl 3 
also: 


i = +4 ge + Ze" 











102 E. Trefftz. 


und, wie verlangt war: 


; dt 
J{e w(Gté #)}= 2 

Integrieren wir, so wird: 

J {e**% (8 + ét)} — const. 

Nach Gleichung (10) soll die Konstante der rechten Seite gleich 1 sein 
Um dies wirklich zu erreichen, kénnen wir iiber R(¢) noch passend ver- 
fiigen. DaB R(¢) reell sein muB, folgt aus der eben gegebenen Ableitung, 
kann aber folgendermaSen auch direkt begriindet werden: Ein Punkt a! 
fiir den R(¢*) = 0 ist, entspricht einem Verzweigungspunkte der st- Ebene. 
Spiegelt man nun das Polygon der st-Ebene an der »-ten Seite und ent- 
sprechend die obere ¢-Halbebene an der Strecke (¢,, ¢,.1), so muS dem 
Spiegelbild §* des Punktes ¢* wieder ein Verzweigungspunkt der st-Ebene 
entsprechen, es muB also auch R(*)=0 sein; also hat R reelle Koeffizienten. 

In dem Integral: 


- ~ \om ( » 
a+ itm [EG—a) » R(c) ae 
TT (¢— ty)?" 





sind noch unbestimmt die Exponenten m, und dann R(¢). Wir zeigen 
zunachst, daB die Exponenten m, nicht negativ sein kénnen; es folgt dies 
aus der physikalischen Forderung der Endlichkeit der Verzerrungsenergie. 
Die gleiche Forderung erméglicht uns, den Grad von R(¢) abzuschitzen; 
daB R(¢) ganz sein muB, laBt sich mit den gleichen SchluBweisen zeigen. 

Wir betrachten die Funktionen s+ i und 2+ ¢y in der Umgebung 
der Stelle ¢=¢,. Wir erhalten 


2+ty=(a+iy),+C(¢—¢,)%+4+... 
et+ib=O'(o—C,)mer retry 


also: 
2m,+1 


set+it=O'(2z—2.)% +... 
und folglich durch Integration nach z 


2m,+1 


p+ig=C"(z—32,) ™» +. 
Zur Abschitzung des Koeffizienten m, fiibrt nun unmittelbar die Be- 
trachtung der Verzerrungsenergie, die bei der Torsion des Stabes entsteht 
Auf die Langeneinheit des Stabes ist diese pro Flacheneinheit des Quer- 
schnitts 
(16) e=}Gw*{(y— p)+(z—g)}, 
e= 3G m*{z* + y* + p* + q* — 2 py — 2gz}. 





f 
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Soll die Verzerrungsenergie {edzdy endlich bleiben, so muB das Integral 
S(p*+¢°)dady konvergieren. Das erfordert aber, daS p + ig schwicher 
unendlich wird als (z—z,)~*. Es folgt also 


2m,+1 


xp 


1 
oder 





%,—2 


m>-—Z 


Nun liegt x, = «,/ stets zwischen 0 und 2, es folgt also, da m, 
eine ganze Zahl sein muB, 


m, = 0, w. z. b. w. 


Vereinigen wir positive Potenzen (¢ — ¢,)"* mit der ganzen rationalen 
Funktion R(¢), so erhalten wir also: 


(17) a+ ita {BOs R(0)ac 
Til —ta) 2 


Eine ahnliche Betrachtung erméglicht es uns noch, den Grad m der 
Funktion R(¢) zu bestimmen. Wir erhalten in der Umgebung des Punktes 
z=0 ({=c) 

re 


Soll nun fiir z= 0 p-+ éq endlich bleiben, so mu8 in dem Integral 
fiir s-+-é¢ der Grad des Zahlers um mindestens 2 niedriger sein als der 
Grad des Nenners‘). Es muB8 also 


n 
m<2>)x,—2 
i 


sein. Nun ist aber > % = = >t und die Summe > % der Winkel in 
einem n-Eck ist > % =a(n—2). Es folgt also > * =n— 2 und: 


(18) m<2n—6. 


*) Eine logarithmische Singularitét fiir s+it ist mit der Gleichung (10) nicht 
vereinbar. Hiatte s+ it fir [=00, z=0 eine solche, so wiirden die beiden Abschnitte 
z<0 und z>0 der Polygonseite n—1 in die beiden parallelen Begrenzungsgeraden 
eines ins Unendliche reichenden Streifens iibergefiihrt. Da nach Gleichung (10) beide 
Abschnitte auf Stiicke der gleichen Geraden abgebildet werden miissen, ist dieser Fall 
ausgeschlogsen. 
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Damit erhalten wir schlieblich 
Wet)? 
(19) (Rit) =a, +6,0+... + aen-st**”), 


‘ 


ac 
$= | ———_____., 
TT (¢—f,)*-*a 


Diese beiden Formeln enthalten die Lésung der Randwertaufgabe in 
Parameterdarstellung. 








Hier sind in jedem einzelnen Falie noch die Konstanten a, bis a3,~« 
zu bestimmen. In der Form, in der wir es hingeschrieben haben, d. bh. 
bei nicht naher bestimmten Koeffizienten, geniigt das Integral fiir s + it 
namlich zwar der Randbedingung ssin2z, + ¢cos2 7, const, wie wir 
oben sahen, es ist aber nicht gesagt, daB die rechte Seite gleich 1 wird, 
wie es unsere Gleichung (10) verlangt. Um dies zu erreichen, stehen uns 
eben die Koeffizienten @ noch zur Verfiigung. 


Wir wollen uns davon iiberzeugen, da die Zahl der Koeffizienten 
und der Integrationskonstanten gerade ausreicht, um die Randbedingung 


og  #*+9° 


‘=; auf allen Polygonseiten zu erfiillen. — Ist auf jeder Polygon- 





seite die Randbedingung ssin27,+ ¢cos27,=1 erfiillt, so ist damit 


3 
2 ~ = 1 (nach Gleichung 9). Ist auSerdem noch in den n Ecken § = x ty" ; 


so ist auch auf den Seiten © = a hp Diese n Bedingungen fiir die Seiten 


und n Bedingungen fiir die Ecken geben zusammen 2” Bedingungen, zu 
deren Erfiillung wir auch 2n verfiigbare Konstanten haben, naimlich 








2n— 5 Koeffizienten a, bis a,,_., 
2 Integrationskonstanten fiir s + ¢t#, 
2 Integrationskonstanten fiir p + tq, 
1 Integrationskonstante fiir y 


(eine komplexe Konstante gleich 2 reellen gerechnet). 


Wir sehen, daB die Zahl der verfiigbaren Konstanten gerade ausreicht, 
um die Randbedingung auf allen Polygonseiten zu erfiillen. 

Wir bemerken noch, daS wir uns durch Anwendung einer linearen 
Substitution fiir ¢ von der speziellen Festsetzung iiber die Lage des Ko- 
ordinatensystems frei machen kénnen. Fiir die Anwendungen ist es meist 


zweckmaBig, den Wert {= co einer Ecke des gegebenen Polygons ent- 
sprechen zu lassen. 
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§ 3. 
Anwendungen. 


Als Anwendung der allgemeinen Satze wollen wir den einfachen Fall 
solcher Querschnitte betrachten, die nur von horizontalen und vertikalen 
Geraden begrenzt sind, worunter (bei Vernachlassigung der Abrundungen 
in den Ecken) die technisch wichtigsten Formen (Winkeleisen, LJ- Eisen, 
T-Eisen, [-Eisen) enthalten sind. Die Gleichung (10) 

(10) ssin 2 7, -+ tcos2 7, =—1 

reduziert sich hier namlich auf 

(21) t= 1 fiir die horizontalen, 

cy | t= —1 fiir die vertikalen 


Teile der Begrenzung. — Die Exponenten x —a/a werden in den ein- 
springenden Ecken (« = 32/2) gleich 3, in den ausspringenden Ecken 
(a= 2/2) gleich }. 
Wir erhalten demnach 
2 = |e (¢ _ ty)'4 _ 
(¢ — fu)‘ 
wobei das Produkt im Zahler iiber die einspringenden Ecken, das Produkt 
im Nenner iiber die ausspfingenden Ecken zu nehmen ist. — In dem Integral 


, R(o)de 
s 
ile TT(¢—Cy)° TT (C— Su) 
gilt die gleiche Regel fiir die beiden Produkte. 


Wir sehen, da8 das Integral nur noch ganze Potenzen von ¢ enthilt, 
d. h. daB die Funktion s+ i# sich als Funktion von ¢ durch Logarithmen 


und rationale Funktionen ausdriicken la8t 


0+ it— Sane 4 3fe a i} (Ya=0), 


C— ou ve x, 








wo die erste Summe iiber alle Ecken, die zweite iiber die einspringenden 
Ecken zu nehmen ist. Die Koeffizienten a,, b,, c, sind reell; infolgedessen 
trigt die zweite Summe an der Begrenzung, d. h. lings der ¢- Achse nichts 
zum Imaginirteil bei und die Koeffizienten a, werden aus der Bedingung 
bestimmt, da8 lings der Begrenzung t= +1 sein muB. Die b, und c, und 
die Integrationskonstanten bei der Integration 


ptiqg=f(s+it)dz 
gptip=J(p+ig)de 
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geniigen, wie wir sahen, um die Erfiillung der Randbedingung ® =i 
auf allen Begrenzungsgeraden sicherzustellen. 

Zum Schlusse gebe ich noch die numerischen und graphischen 
Resultate, die ich fiir den Fall des ,,Winkeleisens mit unendlich langen 
Schenkeln“ erhalten habe. Wir haben hier ein Viereck, das aus zwei 
Streifen der Breite 1 besteht, die sich vom Nullpunkt aus nach rechts 
und nach oben ins Unendliche erstrecken. (Fiir das Folgende siehe Fig. 2.) 



































¢ 
a) z-Ebence. b) ¢-Ebene. c) w-Ebene. 
Fig. 2. Abbildung des Winkels auf die obere Halbebene der 5-Ebene und auf den 
ersten Quadranten der u-Ebene. 


Entspricht der Ecke A z = 0 der Wert ¢ = ¢,, dem Unendlichen rechts (B) 
der Wert ¢=(¢,, der einspringenden Ecke C z=1-+ 7% der Wert (=, 
und dem Unendlichen oben (2 = #00) D der Wert ¢=€,, so haben wir 
nach den allgemeinen Formeln 


; =f ve—t,ae 
vo =o, (5 — Sa) (0-84) 


4 f R(¢) de 
+ b=} cre je_—a) (t-te) le) 


Der Nenner ist vom Grade 8, also ist R vom 6-ten Grade. Hieran 
andert sich auch nichts, wenn wir durch eine lineare Substitution den 
Punkt ¢, ins Unendliche bringen. Wir wihlen diese lineare Substitution 
so, daB der Punkt A(z=0) in den Punkt ¢=0 das Unendliche rechts 
B in den Punkt ¢=1 und die Ecke C(z=1-+-4) ins Unendliche iiber- 
geht. Dann geht aus Symmetriegriinden das Unendliche oben (D) iiber 
in den Punkt = —1 und wir erhalten 





und 





eon ; ae J 
"ee yi (¢+1)(¢—1)’ 


‘ R(t) d(¢) 
23 e+itt=— —eer ets) 
) we ag 








(22) zZ 
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R(¢) ist vom 6-ten Grade; durch Partialbruchzerlegung erhalt man 
s+ it=a,Ing+a,In(¢—1)+a,In(f+1)+ “44 
+e,6+6,0°+(4+éB) 

(A + +B = Integrationskonstante a,, a,, a,, b,, b,, ¢,, ¢, = reell). 

Die Randbedingung ist nun, da8 in der z-Ebene auf den horizontalen 
Geraden, d.h. in der ¢-Ebene auf der positiven -Achse ¢=-+1, auf 
den vertikalen Geraden der z-Ebene, d.h. lings der negativen ¢-Achse 

9 ; 
=~, 4=0, a,=0, B=1. Die 
Konstanten 6, und 6, werden ebenfalls Null, und zwar aus folgendem 
Grunde: Da wir den AbschluB der beiden Streifen nach rechts und oben 
ins Unendliche geriickt haben, miissen wir die damit fortfallende Rand- 
bedingung durch die Forderung ersetzen, daB die Spannung langs der 
Streifen endlich bleiben soll. Wiirden nun b, und 6, von Null verschieden 
sein, so wiirde z. B. beim Hineinriicken in den Punkt £1 zg unendlich 
werden wie In(¢ —1), p+itg— (s+ it) dz dagegen wie sz He folgt, 
daB t,.—Gw(z—g) nur endlich bleiben kann, wenn 6, = 0 ist, und 
ebenso 6,=(. SchlieBlich bemerken wir noch, daB c, aus Symmetrie- 
griinden Null werden muB8. Es bleibt also als Lésung schlieBlich iibrig 





¢= —1 sein soll. Das gibt: a, = — 





satf dc 
*J ¥0(1—¢") 
(24) s+it=—A+i— Zing +e,(¢*—1) 


(im letzten Glied ist fiir die folgenden Integrationen ein —1 zugefiigt, 
was wegen der Unbestimmtheit von A jedenfalls zulassig ist). Zur Be- 
stimmung der noch iibrigbleibenden Konstanten A und c, integrieren 
wir nach zg und erhalten 
eee ee et ee - ie 
+ =(A sya — 4, [ etat _ Saye. 
p+ q + t) ay ve(1—¢°) Pe S 
Trennen wir hier in reellen und imaginaren Teil, so wird fiir reelle 
positive Werte von ¢, d. h. fiir solche Werte, die in der z-Ebene den 
beiden horizontalen Begrenzungs-Geraden y= 0 und y =1 entsprechen, 





g=Ay+z. 
= aw = . #*+y* 
Nun ist aber g = jg? und auf den Begrenzungs-Geraden soll 7 = —, 
also _ 
oO i- 
s-a-* 


sein. Das ist mit der oberen Formel fiir y= 1 nur bei A = 0 vertriglich. 
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Die gleiche Integration liefert uns auch die Bestimmung von c,. Zu 
dem Ende betrachten wir die Grenzwerte, denen p zustrebt, wenn wir in 
dem horizontalen Streifen nach rechts ins Unendliche riicken, d. bh. in der 
¢-Ebene in den Punkt {=1. Es ergibt sich 


1 


4 Ingd¢ 4c, 
%.=—-9-a)ls — 


: yo(1—¢") a 





1 


Das Integral § frets berechnet sich durch die Substitution 
4 ye ( c) 
0 


u = V~ und durch elementare Reihenentwicklung zu 


1 1 
4 Infd= —s 16 | Inudw 

Betrachten wir nun zwei iibereinander liegende Punkte der unteren 
und oberen Streifen-Begrenzung, und die ihnen entsprechenden wy Werte 
®, oben und @, unten, so ist 


in z*+1 z* 
Y, —— >; v= gy , 
also 
= ha Y, — Ve =F) 
andererseits ist 
ae 
Pp ae 8 ey , 
also 
i 
lim §, — ¥,, = fp. dy, 
2-c v0 
folglich 
1 
..—¥. =f{- y + 1,74244 — “2h dy 
ny 
oder 
1 1 , 4c, 
4c, 
—= £0,74244, 
na 
C= 0,58311. 


Damit ist unsere Aufgabe insofern gelést, als sie auf Quadraturen 
zuriickgefiihrt ist. Wir schreiben die Formeln, die zur Bercchnung der 
Spannungen dienen, noch einmal hin, indem wir iiberall zur Vermeidung 
der Wurzel die obengenannte Substitution u— Vt durchfiihren. Es er- 
gibt sich 
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2-4/4, =1+s+ = {mets + én S*31 


aJi-w 1 
0 





p+iq=iz— ue [pees — 0,74244 w. 


0 


Durch Taylor-Entwicklung erhalten wir hieraus Reihen, die nach 
Potenzen von wu fortschreiten und fiir |u| <1 konvergieren; d. bh. z. B. 
fiir alle u-Werte, die der auBeren Begrenzung des Winkeleisens ent- 
sprechen. 


Ebenso erhalten wir Reihen, die nach Potenzen von 1/u fortschreiten, 


Ey 





wenn wir (unter Beriicksichtigung von ones =— =) 
0 
a 

(26) ptig=2tiz—¥ [ede o74244u 


setzen und dann den Nenner im Integral entwickeln und integrieren. 
Diese Reihen konvergieren fiir |w|> 1, d.h. unter anderen fiir alle die 
u-Werte, die der inneren Begrenzung des Winkels entsprechen. 

Unter Benutzung dieser Reihen habe ich die Werte der durch Gm 
dividierten Spannungen an den Randern gerechnet. Fig. 3 stellt die Re- 


oer Car 





2 
Fig. 3a. Spannungen am auBeren Rande. Fig. 3b. Spannungen am inneren Rande. 


sultate dar. Bemerkenswert ist an der auBeren Kante der steile Anstieg 
von der Ecke bis zu dem Maximalwert und das rasche (exponentielle ) 


5) f Inu du = -. Man erhilt das Resultat, indem man das Integral { 1" ée 

u*—l1 8 u*—l 

iiber einen geschlossenen Weg integriert, der aus der reellen Achse, einem Viertel- 

kreis im Unendlichen und der imagindren Achse besteht. Die singuliren Punkte 0, i 
sind so zu umkreisen, daB der Weg im ersten Quadranten verlauft. 
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Abfallen zu dem Endwert t,—Gwm. An der oberen Kante sind die 
Spannungen in der einspringenden Ecke unendlich, fallen dann aber rasch 
(ebenfalls exponentiell) auf den gleichen Endwert wie an der unteren 
Kante. 

Die Reihen konvergieren natiirlich auch fiir komplexe u, d.h. sie 
liefern auch die Spannungen im Innern des Gebietes; fiir die numerische 
Auswertung sind sie aber unbequem, und zudem geben sie kein anschau- 
liches Bild des Spannungsverlaufes. Um ein solches zu erhalten, wollen 
wir nach Prandtl die Schubspannungen ais Ableitungen einer Spannungs- 
funktion darstellen und die Niveaukurven der Spannungsfunktion kon- 


struieren. 


Setzen wir 
2 2 
so ist nach Gleichung (8) 
= Gatt 
sc ay’ 
t= Gos 


Die Kurven F = const geben in jedem Punkte die Richtung des 
Spannungsvektors an, der Betrag wird durch den Betrag des Gradienten 
gegeben. Am Rande ist nach Gleichung (5) 


F=0. 


Zur analytischen Bestimmung von F wire nun die Integration er- 
forderlich, die g +-¢y liefert. Es blieben wieder die Reihenentwicklungen 
aufzustellen und suszuwerten. Einfacher ist hier aber eine graphische 
Integration; es ist namlich 





ar a*y 
ay® =Il-jZarnwitt. 

Bestimmen wir also die Werte von 1 + ¢ lings einer Vertikalen, die 
von der unteren zur oberen Begrenzung geht, so erhalten wir durch zwei- 
malige Integration (d. h. durch eine ,,Seilpolygonkonstruktion“) unter Be- 
riicksichtigung der Randbedingung F = 0 die F-Werte. Entsprechendes 
folgt fiir eine Horizontale aus 

a*F =< a*y 
da* ~*~ «Oat 

Es handelt sich also nur noch darum, die Werte von ¢, die uns zu- 
nichst als Funktion der Hilfsvariablen u gegeben sind: 


=1—#. 





+ it—i—*inw + 0,588 (ut — 1) 
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mittels der Formel fiir die konforme Abbildung 
° 1 ° ° i 
w+ iy=Z{a+int+ insti + jm Stil 


u—t 
in der zy-Ebene zu erhalten. Diese Rechnung habe ich folgendermaBen 
durchgefiihrt (siehe Fig. 4). 








tH | 
KSSH } 
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” eal 


1 
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Fig. 4. Abbildung z= 1+4+ 








— 


Da u = V¢ ist, so wird durch unsere Formel der erste Quadrant der 
u-Ebene auf das Winkeleisen abgebildet. Wir zeichnen uns in diesem 
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ersten Quadranten die Kreise und Radien, mit dem Nullpunkt als Mittel- 
punkt, die konstanten (je um 0,07854 = 4,5° verschiedenen) Werten fiir 
Realteil und Imaginirteil von Inw entsprechen und iibertragen das so 


enitstehende Quadratnetz in die z-Ebene. Dabei benutzen wir die geo- 


metrische Bedeutung von In “tt und In“t! , die die Ubertragung sehr 


—1 u—i 
vereinfacht. 

Ziehen wir namlich von einem Punkte u aus die Radien r, und r, 
zu den Punkten —1 und +1 und die Strecken rj und r} zu den Punkten 
— i und +4 und bezeichnen den von r, und r, eingeschlossenen Winkel 
mit #, den von r{ und rf; eingeschlossenen Winkel mit #’ und setzen 


ferner 4=Inr,/r,, 4° —Inr{/rj, 80 ist 

“+1 . ° u+i ’ — 

——=—{j{—id — = ) 
la A— id, in-— +i. 

Zerlegen wir noch 

, 1, u+l i, uti 

=1+4 oh; = ie Soe 

g= ] bs += +-h—, 


. 1 i . at 1 of 
=1+i+ -i1-<8 +*4 —=¢ 


in reellen und imaginiren Teil, so wird 
2=1+ din— d'/n, y=1- iin — Olan. 
In dieser Form wird die Abbildungsformel fiir die zeichnerische Durch- 


oe 4 ,/ , ~ . . . 
fiihrung verwendet, denn 4, 9,4, , kénnen direkt aus einer Zeichnung 


entnommen werden. 
Wir erhalten auf diese 


WI Weise im Winkeleisen wieder 
ein Quadratnetz, das uns 
direkt Inu als Funktion von 
z liefert. Zudem gestattet es, 
zu irgendeinem Punkte der 
z-Ebene unmittelbar den ent- 
sprechenden Punkt der u- 
Ebene zu finden, um u? — 1 
zu bestimmen. Damit ist ¢ als 
Funktion von z und y ge- 
geben und F kann in der oben 
beschriebenen Weise ermittelt 
werden. Fig. 5 gibt die so 

—; gefundenen Niveau-Linien der 

Fig. 5. Niveaukurven der Spannungsfunktion. Spannungsfunktion. 
































(Eingegangen am 25. 3. 1920.) 
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Die Ausbreitung des Lichtes in bewegten Medien. 
(Bemerkungen iiber zwei Arbeiten von Herrn K. Uller.) 
Von 


W. Pauli jr. in Miinchen 


1. In einer kiirzlich erachienenen Arbeit’) hat Herr Uller an den vom 
Relativitatsprinzip geforderten elektrodynamischen Feldgleichungen Kritik 
geiibt. Als Referent iiber Relativitatstheorie in der mathematischen En- 
zyklopadie habe ich mich auf besonderen Rat meines hochverehrten Lehrers, 
Herrn Professor Sommerfeld, entschlossen, die von Herrn Uller gewiinschte 
Nachpriifung seiner Oberlegungen vorzunehmen. 


Zuniachst seien die Bezeichnungen und Ergebnisse der genannten Arbeit 
kurz zusammengestellt. In einem Bezugssystem K bewege sich ein iso- 
tropes Medium mit der konstanten Geschwindigkeit u. @D, und D,, be- 
deuten dann dielektrische Verschiebung und Induktion (gewéhnlich mit D 
und § bezeichnet), %, und %,, die auf einen mit der Materie mitbewegten 
elektrischen bzw. magnetischen Einheitspol ausgeiibte (in K gemessene) 
Kraft (bei Abraham mit &’, ’, bei Weyl mit &*, 9* bezeichnet). Die 
Feldstirken %,, %m in dem mit der Materie mitbewegten System K’, das 
sind dieselben Krifte, gemessen mit den MaQstaben und Uhren von K’, 
haingen gemaB der Relativitatstheorie mit %,, 7,, zusammen durch 


, , 
(1) We = Ke, By = * By, he = * Ke, 


worin gesetzt ist 


(Da die Formeln fiir %, und %,, vollstandig gleichlauten, wurde der Index 
bei 7 weggelassen.) Dies gilt, falls die x-Achse in die Richtung der Ge- 


2) Eine Kritik der Elektrodynamik und Relativistik, Sitzungsber. Heidelberger 
Akad. Wiss. 1919, math.-naturw. KI. 


Mathematische Annalen. 82. 8 
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schwindigkeit gelegt wird. Bei beliebiger Orientierung des Koordinaten- 
systems ist (1) zu ersetzen durch 


(1a) * = x F — (x —1) Su", 


Definiert man die Operation W durch die Forderung, da8 bei Inte- 
gration iéiber eine mit der Materie mitbewegte Flache 


#, [u,do = [ (#), do 


sein soll, so ergibt sich bekanntlich 
(3) W = H+ u div A — rot (uM) 


und die Feldgleichungen nehmen die Form an 


(4) c rot $,, = D+ 3, 
(5) —c rot §, = ®,,, 
(6) div D, =e, 
(7) divD,, = 0. 


3 bedeutet den Leitungsstrom, da der Konvektionsstrom nach (3) bereits 


in ®, enthalten ist. Wenn wir uns also zunichst auf Nichtleiter be- 
schranken, ist 


(8) 3 = 0 
zu setzen. Fiir das Feld einer Lichtwelle ist dann iiberdies auch 
(6a) o = div D, = 0. 


Darin stimmen die dlteren Theorien von Hertz, Cohn, Lorentz und die 
allein mit der Relativitatstheorie in Einklang befindliche von Minkowski 
liberein. Sie unterscheiden sich jedoch durch die Verkniipfungsgleichungen 


zwischen D,, D,, einerseits und %,, %,, andererseits. Hertz setzt einfach 
wie im ruhenden Kérper 


(9a) D=:% D.=45. 
Cohn dagegen 
(9b) D,=-%,—(28.|, D.— “8. + [48,|; 


die entsprechenden Gleichungen der iibrigen Theorien sind komplizierter. 
Sie stimmen jedoch mit (9b) iiberein, wenn man nur GréBen erster Ord- 


nung in - beriicksichtigt. Uller faBt noch (9a) und (9b) durch formale 
Einfiihrung von Konstanten «, und 4, zusammen in die Gleichungen 


(9) D, =F, —*2(uB,], D.— 45. + 2 [uZ,]- 


d 
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Im SchluBresultat braucht man dann nur ¢, = “4, = 0 zu setzen, um 
den betreffenden Ausdruck fiir die Hertzsche Theorie, ¢«, =“, = 1, um ihn 
fiir die iibrigen Theorien zu erhalten. 

Aus den Gleichungen (4), (5), (6a), (8) und (9) leitet nun Uller fiir 
den Fall ¢,4, + 0 das Resultat ab, da& eine ebene Welle 


byrt— ~ (fre- \ 
(10) %, = fett t own} ay eff tar} 


nur dann méglich ist, wenn die elektrische und die magnetische Kraft zur 
Kérpergeschwindigkeit u senkrecht stehen: 


(11) G,u)=0, (Ff,u)—0. 


m 


Dieses zunichst fiir die Cohnsche Theorie abgeleitete Resultat soll 
nach Uller auch fiir die Theorien von Lorentz und Minkowski gelten, da 


fiir seine Herleitung nur die GréBen von erster Ordnung in wesentlich 


seien. Da dieses Ergebnis offenbar aller Erfahrung widerspricht, siebt sich 
Uller genétigt, alle nach-Hertzschen Theorien, also auch die Relativi- 
titstheorie abzulehnen! 


2. Hs ist jedoch von vornherein klar, daB das Ergebnis des Herrn 
Uller, wenigstens was die auf dem Relativitdtsprinzip Einsteins fupende 
Theorie von Minkowski anlangt, nicht richtig sein kann. Ist namlich 


(10’) Bea felte- OH fete -w} 
eine Lésung der Feldgleichungen 

(4°) c rot’ Kn =e Ke 

(5’) c rot’ %, = "Sm; 

(6’) div’ §. =0, 

(7) div’ Fa = 0, 


fiir ruhende K6rper, so erhalt man daraus durch eine Lorentz-Transforma- 
tion eine Lésung der Feldgleichungen (4) bis (7) und der in der 
Minkowskischen Theorie giiltigen Verkniipfungsgleichungen 


f5—<u(8u)}— [25] 


u 
‘<3 c? 


ihe «{5.-Zu(Gau)} + [2 8.| 
vc ~™= SS Se ee 





’ m 


fiir bewegte Kérper. Durch Koeffizientenvergleichung ergibt sich so aus 
(10) und (10’) 
g* 
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(12), (18) »”’ =x{%—(uw)}, ww’ = + (@ — 1) 2®)* — 
ferner gemaB (Ta) 


(14) f’ = xf — (x — 1) 48)" 


x aru “1, 


Setzt man also die Ausdriicke (12), (13), (14) in (10’) ein (wobei natiir- 
lich auch r,¢ durch tr, ¢ auszudriicken sind) und bestimmt D, und ®,, 
gemaB (9c), so erhilt man eine Lésung der Feldgleichungen (4) bis (7) 
fiir bewegte Kérper. Nun liefern (4’) und (5’) die Relationen 

(15) er’ f= e[fn tv’), pin = — e[ferw’], 

(6') und (7’) dagegen 

(16) (f.w’)=0, (f,w’)=—0. 

Die Gleichungen (16) sind eine Folge von (15), wie es sein mu. Setzt 
man in (15,) fiir “ seinen Wert aus (15,) ein, so folgt noch 


ugg ae , Gn. , rg’ 
9" fe = — [[few’], 1’) — f.10’* — w’ (w’f.), 
was wegen (16) erfiillt ist, wenn 


(17) Oy’? am fy"? 


c 
ist. Diejenigen Relationen zwischen den ungestrichenen Parametern, in 
welche die Gleichungen (15)—(17) durch die Substitutionen (12)—(14) 
iibergehen, sind die einzigen Bedingungen dafiir, daB (10) eine Lésung 
der Feid- und Verkniipfungsgleichungen fiir bewegte Korper ist. Aus 
diesen Relationen folgt aber keineswegs das absurde Ergebnis (11). 

3. Nachdem nun sichergestellt ist, daS Ullers Ergebnis falsch ist, 
mu8 noch gezeigt werden, wo in seiner Rechnung der Fehler steckt. Aus 
(4), (5) und (9) erhalt Uller zunachst 


(18) e{ry —(uw)}f,+ e(f,w)u4 “of? (fu) [ui] 
cf,» {1+ 24 uth — » “ete yl, 


£9 Ho 
rm 


——e[f,,m {1+ ful — feu, 


(19) w{y —(uw)}f,, + 4(f, wut (f,u) [uw] 


*) (13) ergibt sich durch Verallgemeinerung aus dem Spezialfall, wo die z-Rich- 
tung in die Richtung der Geschwindigkeit fallt. Hier ist nimlich 


1 , 
w, =x (w,—,ur), w= w,, w,=m,. 
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und aus (6a) und (7) 


(20) (f..w — 242{» —(um)}u) =0, 
( 


(21) fa» — {> —(uw)} u) 0. 


Die Relationen (20) und (21) folgen auch direkt aus (18), (19) durch 
skalare Multiplikation mit w {1 + a u'} = y ais u. Durch Eintragen des 
aus (18) folgenden Wertes fiir f, in (19) erhalt er weiter eine Gleichung 
von der Form 

(22) Ef, +9w+Cu+r[uw] =0, 

— ist von f, und f,, unabhingig, und 7,¢,1 sind gewisse in (f,,u) und 
(f,, 10) linear-homogene Ausdriicke. Durch skalare Multiplikation von (22) 
mit w— oy = {» —(uw)}u ergibt sich weiter mit Riicksicht auf (21): 


(23) +for— 90> — camp caw} +ef(am) - “of (» — (uw) u *}—0. 


Dies ist eine in (f,,u) und (f,, 1) homogene, lineare Gleichung, und 
zwar ist sie nach Uller von der ebenfalls homogen-linearen Gleichung (21 ) 
unabhangig (die Determinante der Koeffizienten verschwindet nicht!). 
Daraus achlieBt Uller 


(f,0)=0O und (f,u)—0 
und aus analogen Betrachtungen fiir F, auch 
(f,w)=0O und (f,u)=0. 
Dieser SchluB 1laBt sich jedoch, wie Uller selbst betont, nur dann 
auf die Minkowskische Theorie iibertragen, wenn die Unabhangigkeit der 


Gleichungen (21) und (23) auch nach Vernachlassigung von Gliedern héherer 
Ordnung zu Recht besteht. Wir zeigen, daB dem nicht so ist. Zunachst 
ist rt selbst von erster Ordnung in =; so daB r[uw] von zweiter Ordnung 
ist und gestrichen werden kann. Ferner kénnen in » GréBen zweiter Ord- 
nung, in ¢, das nur in Verbindung ¢u vorkommt, GréBen erster Ordnung 
beliebig gestrichen und hinzugefiigt werden. Dann kann mit der erstreb- 


ten Genauigkeit die Bedeutung von 7 und ¢ gegen Uller folgendermaSen 
abgeaindert werden: 


1 = — (fut) + 242 {> — (ur)} (ft) = — (fas to — “28 > — (uw)} 2) 
(= — v(t), 
oder auch 


C= — Ko (j,, w — 2 {> — (um)}n). 
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Setzt man aber diese Werte in (23) ein, so erweist sich (23) als eine 
Folge von (21), von dem sich (23) nur durch einen Faktor unterscheidet. 
Hiermit ist gezeigt, daB fiir die Frage der Unabhangigkeit von (21) und 
(23) gerade die Glieder héherer Ordnung wesentlich sind. 

Aus den Gleichungen (12) bis (16) geht iiberdies hervor, da8 fiir die 
Theorie von Minkowski auch bei exakter Rechnung die Gleichungen, welche 
an die Stelle von (21) und (23) treten, voneinander abhangig bleiben miissen. 

4. Wir wollen schlieBlich auch die Uberlegungen, welche Uller in 
einer friiheren Arbeit*) angestellt hat, auf ihre Richtigkeit priifen. Es 
handelt sich vor allem um diejenige SchluBweise, die nur fiir Leiter gilt. 
Uller setzt in den Feldgleichungen (4) bis (7) fiir den Fall eines beweg- 
ten Leiters, durch den eine Lichtwelle hindurch geht, 


(24) 3=—14f,, e=0 (A = Leitfahigkeit ). 
Aus (4) folgt dann durch Divergenzbildung mit Riicksicht auf (6a) 
(25) A div %, = 0. 

Aus (9), (Ga) und (4) ergibt sich dann weiter fiir 4+ 0: 

(26) (u rot §,,) = (ug,) = 0, 


also wieder ein Resultat, das der Erfahrung widerspricht. Das liegt aber 
nicht daran, daB die Relativitatstheorie falsch ist, wie Uller meint, son- 
dern daran, daB Ullers Ansatz (24) fiir bewegte Leiter falsch ist und der 
Relativitdl stheorie widerspricht. 

Erstens hat der bewegte Leiter nicht dieselbe Leitfahigkeit 4 wie der 
ruhende und fiir den Leitungsstrom & ist zu setzen: 


3.=43 ’ Jy = 4xh,,» 3, = AnG,, 


wenn wir zunachst die z-Achse in die Geschwindigkeitsrichtung legen. 
Daraus folgt fiir allgemeine Orientierung des Koordinatensystems: 


(27) 3 =4x{%, — (3,2) 3. 


Cx 


c 


Dies macht jedoch nur einen Fehler zweiter Ordnung. 

Der Hauptfehler liegt in dem Ansatz o gleich 0. Nach der Rela- 
tivitétstheorie ist nimlich in einem bewegten stromdurchflossenen Leiter 
auch dann eine Ladungsdichte 9 vorhanden, wenn in dem mit dem Leiter 





’) Bisherige Elektrodynamik und Interferenzprinzip. Phys. Zeitschr , 18 (1917), 
8. 101. 


*) Vgl. z. B. M. Abraham, Theorie der Elektrizitat, 2, S. 388, 3. Aufl. 1914. 


x hat dort die Bedeutung vi -5. ist also bei unserer Bezeichnungsweise durch : 
zu ersetzen. ’ 
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mitbewegten Bezugssystem K’ die Ladungsdichte 9’ verschwindet. All- 
gemein ist 
ore u\} 5 
(28) e=x{o'+=(3,2)}%, 
also fiir 0’= 0: 

A 
(28a) e=x-(%,4). 
Diese Ladungsdichte ist also von erster Ordnung in =. Es tst erstaun- 
lich, daB Herr Uller diese so vielfach diskutierte*) Forderung der Rela- 
tivitdtstheorie auBer acht gelassen hat. Setzt man (28a) in (6) ein, so 
werden die Gleichungen (4) und (6) wieder vereinbar und der Wider- 
spruch, den Uller gefunden hat, entfallt. 

Aber auch dann, wenn die aus (28a) entspringenden Korrektionen 
an Ullers Gleichungen angebracht werden, sind seine Entwicklungen noch 
nicht in Ordnung, sondern es ist auBerdem noch an zwei Stellen derselbe 
Fehler beim Ubergang von der Cohnschen zur Minkowskischen Theorie 
gemacht, der in Nr. 3 ausfiihrlich besprochen wurde. 


Miinchen, Institut fiir theoretische Physik. 


5) Man vgl. z. B. Abraham, |. c. Gl. (266) und (269). 
6) Z. B. bei M. v. Laue, Das Relativitaétsprinzip, 1. Aufl. 1911, S. 119 und 120; 
H. A. Lorentz, Phys. Zeitschr., 11 (1910), S. 1242. 


(Eingegangen am 9.6. 1920.) 


Alfred Ackermann-Teubner-Gedichtnispreis. 





Der von Herrn Hofrat Dr. Alfred Ackermann-Teubner in Leipzig im 
Jahre 1912 bei der Universitat Leipzig errichtete ,,Alfred Ackermann- 
Teubner-Gedachtnispreis zur Férderung der mathematischen Wissenschaften“ 
ist in diesem Jahre durch das Preisgericht Herrn Professor Dr. Gustav 
Mie in Halle (Saale) fiir seine Arbeit ,,Theorie der Materie“ (Annalen 
der Physik 37, 39, 40 (1912/13)) zuerkannt worden. 








Uber eine Erweiterung des Stieltjesschen 
Momentenproblems. 
Von 
Hans Hamburger in Berlin. 


Teil IL’). 


§ 14. Die Polynome G,(z) und H, (2). 

§ 15. Hilfsbetsachtungen iiber konvergente Folgen von Naherungs- 
briichen gerader Ordnung. 

§ 16. Die Folge der Polynome G,(z) und H,(z). Kriterium fiir 
die Bestimmtheit des Momentenproblems. 

§ 17. Die einfache Konvergenz des assoziierten und korrespondierenden 


Kettenbruchs. 
§ 14 
Die Polynome G,,(z) und H,,(2). 
1. Es sei 
gs (1) Cy ¢, Cy 
(1) ¥ > i 7 T 4a -_ 


eine Potenzreihe, deren Koeffizientendeterminanten C,, (vgl. Formel (2) 
§ 1, Teil I) simtlich von Ni‘! verschieden sind, so daB8 nach Satz I des 


f1\ 
§ 1 der mit der Potenzreihe B(. ) assaziierte Kettenbruch 
k 
K(z)= — k, 
z+l, ox = k, 
ers FSFE + 


mit reellen J, und reellen von Null verschiedenen k, existiert. Es sei ferner 


Us 
K,(2)= HG) 


*) Vgl. Teil I iiber denselben Gegenstand in diesen Annalen 81 (1920), 
8. 235-319. Die Kenntnis des Teil I ist sum Verstandnis des Folgenden erforderlich. 
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der Naberungsbruch n-ter Ordnung von K(z) und 
> mere y Aaa | he | LU (2) + 8 -, (2) 
ieee **° > t94eu je+l+e V,. (2) +tV,-_, (2) 
der verallgemeinerte Naherungsbruch von XK (z) ( vgl. Formel (23) und (24), 


§ 2, Teil I). Wir erinnern endlich daran, daB dieser verallgemeinerte Nahe- 
rungsbruch auch fiir ¢ = oo durch die Formel 


(2) K,(2;#)= 








K,,(z; 00) = K,_,;(2) 
definiert ist. 


In Satz XIX des § 13 wurde gezeigt, dab, wenn die Potenzreihe 
¥ (=) positiv definit ist (vgl. Definition I, § 1), die Folge der korrespon- 
dierenden Naherungsbriiche ungerader Ordnung 
3) Gantt) = K, (2; — 9") 
sogar fiir den Fall des unbestimmten Momentenproblems in jedem Bereich 
der z-Ebene vom Typus 2 (vgl. Definition VI, § 5) gleichmaSig konvergent 


ist; nunmehr sollen die Konvergenzeigenschaften der korrespondierenden 
Naherungsbriiche gerader Ordnung 








Bi) Unt 
Q..(2) Vi(z) K,, (2) 
fiir diesen Fall untersucht werden. (Ist das Momentenproblem bestimmt, 
so folgt die Konvergenz dieser Folge von Naherungsbriichen unmittelbar 
aus Satz XIV des § 9.) 
Indem man 


Ps (2) = Gu (2) + On Pon-1(2), Qan(z) = Hy(2) + on Qen-1(2) 


setzt, wo G,(z) und * (z) gewisse Polynome und die o, passend gewahlte 
Konstanten bedeuten (vgl. Formel (4), (11) und (12) dieses Paragraphen), 
wird dieses Problem wesentlich durch den Beweis des Satzes (Satz XX 
und XXI des § 16) geférdert, da8 fiir den Fall des unbestimmten Momenten- 
problems 


I. die Folgen der Polynome P,,-:(z) bzw. Qen-1(z) selbst gegen 
ganze transzendente Funktionen r(z) bzw. s(2z), 

II. die Folgen der Polynome G, (z) bzw. H, (z) gegen ganze transzendente 
Funktionen g(z) bzw. h(z) gleichmaBig in jedem ganz im Endlichen ge- 
legenen Bereiche der z-Ebene konvergieren. 

2. Man setze 


3 


G. (2) mx — Za-s(0) Us (2) = Un (0) Ua 


” y : 


Hs) = — Vans (0) Va (2) — Un (0) Vag (2) 


n 4a-, 


(4) 
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Offenbar ist der Quotient bs, 3 ein verallgemeinerter Naherungsbruch 


der Gestalt (2) von K(z), und zwar ist 
G,(z) ‘ U, (0) 
(5) Baya X.(8 — 9% ). 


Man beachte, daB U,(0) und U,_;(0) nicht beide gleichzeitig verschwinden 
kénnen, denn sonst ware nach Formel (7) des §1 4,10, was wegen 
k, + 0 in Verbindung mit Formel (8) des § 1 unméglich ist. 








Der Parameter ¢ des verallgemeinerten Naherungsbruches ist in (5) 
so bestimmt, daB G,(z) fiir z= 0 verschwindet, wahrend die Nenner in 
Formel (4) in der Weise gewahlt sind, da8 H,(0) = 1 ist (vgl. Formel (7) 
des § 1). Die Polynome G,(z) und H,(z) erscheinen so gewissermaBen 
als Gegenstiicke der Polynome P;,-;(z) und Q:,-1(z), die den Bedin- 
gungen P2,-1(0)=1, Qen-1(0)=0 geniigen und deren Quotient, wie 
Formel (3) zeigt, auch auf einen verallgemeinerten Naherungsbruch fiihrt 
(vgl. auch Formel (27) des § 2). 

Bildet man das formale Produkt der Potenzreihen 


1) [  Ue-,(0 ,  a(0 
H,.(— 2)8(->)—|- as V,(—2) + A, Va-1(—2)| B(— ~), 


so folgt aus Formel (13) des § 1 
(6) H, (— 2)B(— =) - G,(—2z) a (—1)*~* 0, (0) a’ r 


2” tt 2"t? 








Es bezeichne ferner das Symbol © die gieiche Operation wie im § 1; 
dann erhilt man aus den Beziehungen (15) des § 1 


(7) S{uvH, (—u)}=0 (vy=0,1,2,..., m—2). 
Wird jetzt voriibergehend 
H,(—2)=e,+¢,2+...+6,2" 
gesetzt, so ergibt sich aus Formel (6), die das Polynom G,(— z) als den 
Teil mit nicht negativen Potenzen von z des formalen Produktes 
H,(—2z)B (— t) darstellt, 


G,,(— 2) = — e,:0— €,¢,— @,(€,2-+-¢,)— ... —€, (6,8*-'+-c, 2*-*+-...+€n-1), 
d. h. man kann sich G,(—z) entstanden denken, indem man in dem 
Polynom — H,(— z) die Potenz z” durch das Polynom 


R,-1 = @o2°-1 ++ 27-94... +6-22+6.1 (R-1=0), 
ersetzt. 


Beriicksichtigt man diesen Zusammenhang zwischen den Polynomen 
G,.(— 2) und H,(— z), so folgen aus den Beziehungen (7) in Verbindung 
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mit den Definitionsgleichungen G, (0) =0, H,(0) = 1, die alle zusammen, 
wie man leicht einsieht, die Polynome G,(— z) und H, (— z) eindeutig 
bestimmen, die Determinantendarstellungen *): 





>, chek ae 
} 0; Cy» s+ Cn-1 
(8) B(—8)= alg. Gs -.-0@ 
Cn—2> Ca-1s +++» Cana! 
O,. Tak «+ +05 Ment 
1 0, Co> - +5 Cn-1 
(9) G.(—s)— whe, G&. ---¢, 
Cn—2, Cn—1, +++» Con—2 





3. Wir setzen nunmehr weiter voraus, da fiir einen festen Wert des 
Index n die Koeffizientendeterminante B, + 0 (vgl. Formel (30), § 2) oder, 
was wegen (18) des § 2 dasselbe ist, daB V,(0)+ 0 ist; dann existieren 
fiir dieses m die in Formel (38) des § 2 definierten Polynome 


U,, (z) _ Va (2) 


P,,(2)= % (@)> Q, ,, (2) V,.(0)° 


Nunmehr suchen wir die Polynome P,,(z) bzw. Q,,,(z) durch die G, (2) 
und P:,-,(z) baw. H,(z) und Q,,_,(z) auszudriicken, indem wir eine 
Konstante o, so bestimmen, daB 

f Pes (2) _ G,, (2) + 5, Pan-1 (z) 

\ Q.,, (2) —_ H,, (2) T 6,, Qen-1 (2) 

ist. Die Definitionsgleichungen (27) des § 2 fiir die Polynome P3,-; (2) 
und Qs,-1(2) ergeben in Verbindung mit (4) des § 14 


(10) 


G. (2) + 0, Pag. ,(a) ax 2a Vers 0) = Vacs (0)1Un (2) —L0Va(0)— Ua (0)] Unig (2) 
n n n- SS ee ’ 











ya 
| [5 Va—, (0) —Un—, (0) | Vn (2) — [On Vn (0) —Un (0) } Vn ( 
H(z) + 4, Qon-1 (8) = 1 (0) (0). ooo ( (0) |Va- (2) 
Setzt man 
_ Un (0) 
(11) m= 7-0) Pan(9), 


so folgen nach einfachen Umformungen mit Riicksicht auf Formel (7) des 
§1 fiir 4,_, die behaupteten Beziehungen (10). 


*) Vgl. die analoge Ableitung der Determinantendarstellungen (18) und (20) fiir 
die Polynome V,(—z) und U,(—z) in Teil I, §1, Abschnitt 2, S. 251. 
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Fiir den Fall, da8 der mit der vorgelegten Potenzreihe korrespondierende 
Kettenbruch S (z) existiert, daB also V, (‘) fiir simtliche Werte des Index n 
von Null verschieden ist, la8t sich o, in einfacher Weise durch die Koeffi- 
zienten a, von S(z) ausdriicken. 

Aus den Rekursionsformeln (48) des § 2 folgt namlich wegen P;,_,(0)=1: 


— P,,,(0) = 6... T Ps, 2(0) = a, ,, + Fn-1- 


Nun ist aber P,(z)=a,, also o, = P,(0)=a,, mithin 


‘yo 7. 
(12) 6, = 2, Ger. 


r=! 
4. Wir lassen die Voraussetzung V,(()) + 0 fiir alle n wieder fallen, 
setzen aber statt dessen voraus, daB die vorgelegte Potenzreihe (2) 
positiv definit ist. Dann haben die verallgemeinerten Naherungsbriiche 
von K(z) eine Partialbruchzerlegung der Form (50) des § 2 und lassen 
sich nach den Ausfiihrungen des § 6 durch Stieltjessche Integrale darstellen. 
Es ergibt sich wegen (5) (vgl. insbesondere Formel (84) des § 6) 
—_ ei wy 


z27% 





? 


I \; . 
wo d® \u; — es ) im Falle U,,_,(0) + 0 eine Belegung n-ter Ordnung 
a—1i 


von ist; im Falle U,_,(0)— erniedrigt sich die Ordnung um 1. 


§ 15. 
Hilfsbetrachtungen tiber konvergente Folgen von Naherungsbriichen 
gerader Ordnung. 


1. Bevor wir zu dem Beweis der in Abschnitt 1, § 14 angegebenen 
Satze iibergehen, sollen in diesem Paragraphen einige Hilfssatze iiber 
konvergente unendliche Teilfolgen von Naherungsbriichen gerader Ordnung 
des korrespondierenden Kettenbruchs S(z) bewiesen werden. Es wird 
mithin in diesem Paragraphen nur der Fall ins Auge gefaBt, daB der mit 
der vorgelegten positiv definiten Potenzreihe korrespondierende Ketten- 
bruch S(z) existiert. 

Wir erinnern ferner daran, daB nach Formel (84) des §6 sich die 
Naherungsbriiche gerader Ordnung des korrespondierenden Kettenbruchs 
durch Stieltjessche Integrale darstellen lassen, und zwar ist 


+2 


; Pyn(z) a d@,(u,0) 
(13) Fest) _. K(2) = { S2e(0.9) : 
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wo d® (u, 0) eine gewisse Belegung n-ter Ordnung der vorgelegten Potenz- 
reihe B (2) ist. Im folgenden werde zur Abkiirzung mit d®,(u) stets 


diejenige Belegung d®,(u; 0) bezeichnet, die durch die Beziehung (13) 
definiert ist. 


Hilfssatz 4. Hs médge der mit der vorgelegten positiv definiten 


Potenzrethe x (+) korrespondierende Kettenbruch S(z) existieren. Es 
sei ferner d®,,(u), dD, (u),... (myc ng<—...< my <...—+co) eine 
unendliche Folge der in Formel (13) definierten Belegungen endlicher 
Ordnung der Potenzrethe x (+); und zwar médge die Folge gegen die 
Belegung dqy(u) konvergieren. 

Es bezeichne i1,"" die Wachstumsstelle vom kleinsten absoluten Betrage 
der Belegungsfunktion ®, (u), ferner dy(u) die Maximalbelegung der 
Potenzreihe B(~) (vgl. Definition XII des § 10, Teil 1). Damit 
dy(u)=—dy(u) wird, ist hinreichend, dap 

lim inf | 4,"* | = 0 
h=2 
ist. \ 
Ist das der Potenzrethe \—) zugeordnete Momentenproblem un- 


bestimmt, so besteht iiiienialie. wenn dq(u)--dy(u) ist, notwendig 
die Beztiehung 


lim A,"" = 0. 


h=x 
Beweis. Nach Satz XIX des § 13, Teil I konvergieren die Nihe- 
rungsbriiche ungerader Ordnung a gleichmaBig in jedem Bereich 


+2 


der z-Ebene vom Typus 2 gegen die Funktion dv(*) Rs ist nun 


aber nach einer reemerreg +" aus der Theorie der Kettenbriiche*), 


wenn man beriicksichtigt, das / 0. “ , der m- te Naherungsbruch des Ketten- 
bruchs S(z) der Gestalt (49) des $2 ist, 


(14) 


Pan, (2) Pan, - 1 (2) . —]1 


Ga.) Gace) Ga.) 
Es ist ferner, wegen | 1+ x] => | fiir |y|>yn, mit Riicksicht auf 
die Produktdarstellung (110) (§ 10, Teil 1) des Polynoms Q,,_, (z) 
(15) |Qaa,-s(49)| =m, [8 JT (14+ Sh) | 2 mm] Sa 0. 





*) Vgl. Perron, Lehrbuch (1. c., Anm. *), Teil I), 8.16, Formel (31) und S. 382, 
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Andererseits ergibt sich wegen Q, (0) = 1 (vgl. Formel (38) des § 2, 
Teil I), wenn man mit 2" simtliche Wurzeln der Gleichung Qen,(—2) = 0 
bezeichnet, (die wegen (13) mit den Wachstumastellen der Belegungs- 
funktion ®, (u) identisch sind): 


Qen, (ty) = (1 + a5) H(t + yas): 





Da ferner 
[yy ty . tie fe 
|! +30 |> faoy 84 o>! og 
ist, so erhalt man 
- ' . _ 7] 
(16) [Qen, (89) | > ay 


Setzt man in (14) die in (15) baw. (16) fiir die Polynome Q,,, — 1 (iy) 
baw. Qe»,(iy) gefundenen unteren Schranken ein, so ergibt sich 


> : 2 
(17) Fan, (49) Pan, - —1 (#9) Aim | 


| Gon, (49) Yan, - (ty) _ a, »* 





(\y|2%). 
Nun ist aber nach Voraussetzung 
lim inf |4,"*' | = 0, 
es la8t sich mithin aus der unendlichen Folge von Indizes n, eine unend- 
liche Teilfolge von Indizes nj so auswahlen, daB 
(18) lim i" = 0 


wird. Die Abschitzung (17) in Verbindung mit (18) zeigt nunmehr, 
da8 fiir |y|>y7 





a ; ai 
Pang (ty) _ = Pani ('¥) dy (w) 
ron Gem t¥) baw Ge np —1 (FY) ty+e 


ist, und hieraus folgt in Verbindung mit (13) nach Satz XII’’ des § 7 
(vgl. auch Anm. **) ebenda) 


lim d ®,) (u) = dy(w). 
k=> 
Da aber eine unendliche Teilfolge einer konvergenten Folge gegen den- 
selben Grenzwert wie die urspriingliche Folge konvergiert, so ist auch 
lim d ®, (u)=dy(u). 
h=@ 
Damit ist der erste Teil des Hilfssatzes bewiesen. 


Es werde nunmehr vorausgesetzt, daB das Momentenproblem, welches 
der vorgelegten positiv definiten Potenzreihe (2) zugeordnet ist, unbe- 





 . 


—-_ wD 


—_ 260 Oe Ge Ss 
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stimmt sei. Dann ist die mit % (*) assoziierte Form F(z) nach Satz XV 
des § 10 sicherlich eigentlich definit, die Stelle «= 0 also ein Konden- 
sationspunkt der Maximalbelegung dy(u) von B(<) bzw. eine Wachs- 
tumsstelle der zugehérigen Belegungsfunktion y(u). 

Es sei ferner d®, (u) (h=1,2,... 00) eine unendliche Folge 
von Belegungen endlicher Ordnung, die mit wachsendem A gegen die 
Maximalbelegung dy(u) konvergieren mége. Dann laBt sich nach Hilfs- 
satz 2 des § 11, Teil I zu jeder noch so kleinen positiven vorgegebenen 
Zahl 6 eine Zahl N = N(4) derart bestimmen, da8 fiir n, > N die Be- 


legungen d®, (u) simtlich im Intervall — 6 < u < 4 einen Kondensations- 
punkt besitzen, mithin ist 


lim a" — 0. 


h=2 
Damit ist auch der zweite Teil des Hilfssatzes bewiesen. 
2. Der nachste Hilfssatz beschaftigt sich mit solchen konvergenten 


Folgen von Belegrngen endlicher Ordnung, die gegen eine von der Maxi- 
malbelegung dy(u) verschiedene Belegung dy(u) konvergieren, 


Hilfssatz 5. Es sei (2) eine positiv definite Potenzreihe der Ge- 
stalt (1), der ein unbestimmtes Momentenproblem zugeordnet ist. Aufer- 


dem mége der mit % (=) korrespondierende Kettenbruch S(z) existieren. 


Es sei ferner eine unendliche Folge der durch Formel (13) definierten 
Belegungen d®, (u) vorgelegt, die gegen eine von der Maximalbelegung 
dyw(u) verschiedene Belegung dy(u) konvergiert*). 

I. Dann besitzt die Belegungsfunktion p(u) nur isolierte Wachstums- 
stellen u =i,, die sdmtlich von allen Kondensationspunkten u =, der 
Mazimalbelegung dw(u) verschieden sind. Auperdem liegt zwischen zwei 
aufeinanderfolgenden Kondensationspunkten u=w, und w,4, ein und 
nur ein Kondensationspunkt u =i, der Belegung d—(u). 

II. Ist ferner eine beliebig kleine positive Zahl 6 und ein beliebig 


grofes endliches Intervall —b<u<b vorgelegt, das genau o Konden- 

sationspunkte u = i,, 

A, < Aa <u di KAA <<. cA, (6 0, xe > 0,x%4+/¢ +1 =), 

der Belegung dp(u) enthalt, wobet die Endpunkte u = — b und u=b 
*) Eine solche Folge braucht iibrigens nicht immer zu existieren, auch dann nicht, 

wenn das der Potenzreihe % (2 zugeordinete Momentenproblem unbestimmt ist, da 


in diesem Falle der korrespondierende Kettenbruch S(z) trotzdem konvergieren kann, 
wie in § 17 gezeigt wird. 
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des Intervalls mit keiner der Stellen u = 4, zusammenfallen, so laft sich 
eine Zahl N= N(b;5) von der Beschaffenheit bestimmen, daf fiir alle 
n, = N auch die Belegungsfunktionen ®, (u) im Intervall —bou<b 
genau o Wachstumsstellen u — 1\"" besitzen, von denen immer je eine im 
Intervall 4,—6S5uSli,+6 gelegen ist, wiahrend das Intervall 
4+6Susi,4,—4 keine Wachstumsstelle dieser Belegungsfunktionen 
mehr enthalt. 

III. Bezeichnet ¢,,¢,,...,¢,,--. die Folge von Konstanten, die in Satz 
XIX des § 13 aujfgetreten ist, und bedeutet P, n, (2) bzw. Qen, (2) Zahler bzw. 
Nenner des Naherungsbruches 2n-ter Ordnung von S(z), der vermittels 
der Belegung d@®, (u) (vgl. Formel (13)) gebildet ist, so konver- 
gieren die Funktionen 

eo” Pry (2) bzw. eo” Oem, (2) 
mit wachsendem Index n, gleichmafig in jedem ganz im Endlichen ge- 
legenen Bereich der z-Ebene gegen ganze transzendente Funktionen, die 
wir mit p*(z) bzw. q*(z) bezeichnen wollen”). 

Beweis: Da nach Voraussetzung das der Potenzreihe (~ zuge- 
ordnete Momentenproblem unbestimmt ist, so folgt aus Satz XIX, dab 
"an 1 (2) 


F 
die Naherungsbriiche ungerader Ordnung @, 7 
2n—1\° 





in jedem Bereiche der 


z-Ebene vom Typus £2 mit wachsendem n gleichmaBig gegen den Quo- 
r*(z 


s*( 





. . . ) i 
tienten zweier ganzer transzendenter Funktionen konvergieren. Be- 


z) 
zeichnet dy(w) wieder die Maximalbelegung von F(x), so wird nach 


Satz XIX 


rr? z) (a ) 

s*(z) z+’ 
d. h. die Nullstellen von s*(—u), wu=0—wo, und u—w,, sind Konden- 
sationspunkte der Belegung d y(w) und die Intervalle », +-0 <u<w,.;—0 
sind sémtlich Konstanzintervalle der Belegungsfunktion y (1). 

Nach Voraussetzung in Verbindung mit Satz XIII des § 8 ist nun 
aber dgy(u) eine weitere Lésung des der Form F(x) zugeordneten Mo- 
mentenproblems. Wir behaupten zunichst, daB auch die Belegungsfunk- 
tion »(u) nur isolierte Wachstumstellen u — A, besitzt, und da8 héch- 
steris eine solche Wachstumstelle u— 4A, von w(u) existiert, die der Be- 
dingung w, <A, < w, 4, geniigt. 


®) Im § 16 wird gezeigt werden, daB auch die Folge der von den Exponential- 
faktoren befreiten Polynome P, n, () und Q n, () gegen ganze transzendente Funk- 
tionen p(z) und g(z) konvergieren. 





-— -_—« etme 4. a os CO. 
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Geht man von der gegenteiligen Annahme aus, daB zwei Wachstum- 
stellen u = 4, und u =4,,; ganz im Innern des Intervalles w, <u < wy +1 
gelegen sind, so laBt sich eine hinreichend kleine Zahl 5 passend so wihlen, 
daB auch noch die beiden Punkte u=A4,— 6 und u=4,,,+6 ganz im 
Innern des Intervalles w, < u< w,+; enthalten sind, und nunmehr nach 
Hilfssatz 2 des § 11 eine Zahl N = N(4) derart bestimmen, da8 fiir n, > N 
die Belegungsfunktionen ®,, (w) in den beiden Intervallen 4, -6 <u <i,+4 
und 4,4; —-d< u<i,41+6 mindestens je eine Wachstumstelle haben. 
Demnach hitten also die Belegungsfunktionen ®, (1) simtlich fiir n, > N 
im Konstanzintervall w, +0 <u < @,41—0 der Belegungsfunktion yp (u) 
mindestens zwei Wachstumstellen, was dem Hilfssatz 1 des § 11 wider- 
spricht. 

Da demnach die Belegungsfunktion ¢(w) mur isolierte Wachstum- 


stellen hat, so la8t sich das Stieltjessche Integral dou) auch als Summe 
schreiben 


-@2 


+@ 
_ | dey(u)_ N, 
f(z) = { 42 = D557,’ 
wo die Summe rechter Hand iiber simtliche Wachstumstellen der Be- 
legungsfunktion m(u) zu erstrecken ist. 
3. Es sei nunmehr g(z) eine ganze transzendente Funktion, die an 





simtlichen Stellen z= — A, von der ersten Ordnung und nur dort ver- 
schwindet, und es werde auBerdem 
(19) B (2) =9(2) f(z) = i) 


gesetzt, so daB auch p(z) eine ganze transzendente Funktion ist. 
Endlich sei Z eine beliebig groBe positive Zahl, die mit keiner der 
Nullstellen z= |4,! der Funktion g(z)q(--z) zusammenfallen mége. Es 
sei also etwa 
Aer <—-Z<d4, und A, < J< dys. 


Nach Hilfssatz 1 des § 11 haben nun aber die Polynome Q;,,(—z) in 
den Intervallen 4,_., <2 <4, bzw. 4, [© z< 4,4, héchstens eine Nullstelle, 
die fiirs erste mit 1‘ bzw. 4\"” bezeichnet werde. Es lassen sich daher 


zwei positive untereinander verschiedene Zahlen a und b, die den Un- 
gleichheitsbeziehungen 


Zsa<b< dys, —b>A,-1 
geniigen, derart bestimmen, da8 eine unendliche Teilfolge der Folge von Poly- 


nomen Q2 », (— 2) existiert, die fir —-b—d<z<—a +éunda—d<2<b+6 
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nicht verschwinden, und da8 auBerdem keine Kondensationspunkte u = w, 
der Maximalbelegung dy(u) im Innern dieser beiden Intervalle gelegen 
sind. Man fixiere namlich die beiden Intervalle in der Weise, daB erstens 
alle Punkte «=, und auBerdem mindestens ein Haufungspunkt A der 
Menge der Zahlen 4‘ (bzw. der Menge der Zahlen 4.”"’) auBerhalb des Inter- 
valls —b —d<z< —a-+ 6 (bzw. auBerbalb des Intervallsa —5<2z<6b+56) 
gelegen ist. Da nach Hilfssatz 1 die Polynome Q,,, (— z) in dem Intervall 
A-sS25-—Z (baw. ZS 2<4,4;) héchstens je eine Nullstelle haben, 
so werden mindestens alle diejenigen unendlich vielen Polynome der Folge 
Qon, (—z) im Intervall -b-—6<2z<—a+6 (baw. a—d<2<b+5) 
nicht verschwinden, deren Nullstelle z= 2!" (bzw. 2°”) nahe genug an 
dieser Haufungsstelle A gelegen ist. 

Nunmehr betrachte man die Teilfolge aller Polynome der vorgelegten 
Folge, die in diesen Intervallen keine Nullstelle haben, und bezeichne das 
Element dieser Teilfolge mit Q2,(—z). Spiater wird sich zeigen, daB bei 
passend gewahltem N alle Polynome Q;,,(—z) der urspriinglichen Folge 
fiir n,>N der Teilfolge von Polynomen Q3,3(—z) angehéren. 

Da 6 bei geeigneter Wahl den Beziehungen 


(20) Ans+d<—b<-—-a<ci-—d, 14.4+46<a<b<41,4,-—4 
und auBerdem fiir alle Indizes nj den Beziehungen 

D4 3<—p<-—a<a_4, wp s<aco<ab 
geniigt, so ist offenbar in dem Kreisring a <|z| <6} 


91 Pani, (2 Is ni, ™) | feta 
(21) ais |- }S3 “(™) = 


mit Riicksicht auf die Definitionsgleichungen (80) des § 6 fiir eine Be- 
legung endlicher Ordnung. 

Andererseits existiert nach Voraussetzung in Verbindung mit Satz XII’ 
des §7 gleichmaBig in jedem abgeschlossenen Teilbereich des Kreisringes, 
der kein Stiick der Achse der reellen Zahlen enthalt, der Grenzwert 


(22) lim 2% (2) — fie _ B(2) 


— Qe ni (2) 





nj, (2) 
Da aber wegen (21) samtliche Naherungsbriiche 5G) dem absoluten 
In, 


Betrage nach in dem ganzen Kreisring unter einer gemeinsamen Schranke 
bleiben, so besteht nach einem funktionentheoretischen Fundamentalsatze 
von Stieltjes (vgl. Teii I, Abschnitt 7 des § 13, Anm. **)) die Beziehung (22) 
gleichmaBig in jedem kleineren Kreisring a < a’ < |z| <b’ <b. 
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AuBerdem werden in den beiden Intervallen —b << z<—a, a<z<b, 
da sie keinen Kondensationspunkt der Maximalbelegung dy (w) enthalten, 
die Polynome Q»»,-;(— 2) fiir hinreichend groBe nj (vgl. Abschnitt 4 des 
§ 13) auch nicht verschwinden und man erhialt wegen (14) die Identitat 








, , Je —tyhe 
o*(2) a(2)( Se ees) te 8*(z) (ze k 
Qs w 


Canp(#) — Orn, -1 (2) (2) Qaqh_s(z)e 


Die Groen linker Hand, die fiir alle nj > N und fiir a<|z| <b regular 
sind, streben mit wachsendem Index nj gleichmaBig fiir a’<|z| <b’ einem 
Grenzwerte zu, und es ergibt sich wegen (22) in Verbindung mit Satz XIX 
des § 13 
= . (s\n — np ses 
P(2)9*(2) — a(2)r*(2) = — @(2) lim OG» 
oder 


(23) lim e 


k=2 


Pa 
“np? 





+(e) — 462) 
Qe nj, (2) - A ) , 
wenn man zur Abkiirzung 

A(z) = — (p(2)8* (2) — G(z)r*(z)) 


setzt, und zwar gilt die Beziehung (23) gleichmaBig in dem (durch- 
lécherten) Kreisring a’ <|z|< 6’, aus dem gegebenenfalls kleine Kreise, 
welche Nullstellen der ganzen Funktion 4(z) enthalten, entfernt sind. 

Nach einem Fundamentalsatze von Weierstra8 konvergiert dann aber 
bei passender Wahl von 6” <b’ (Z<b”) die Folge der analytischen 
Funktionen et" Q, ni, (2) gleichmaBig im ganzen Kreise |2z|< b” gegen eine 
regulare analytische Funktion. Da sich aber die Beziehung (23) fiir alle 
z\< b”, b' > Z bei noch so groBem vorgegebenen Z beweisen |aBt, so ist 
q(z) 
Ate) 
wollen. 

4, Es kann also die Funktion 4(z) héchstens in den Punkten z= —4, 
von der ersten Ordnung verschwinden, die gleichzeitig Nullstellen erster 
Ordnung des Zahlers G(z) sind. Es soll nun aber gezeigt werden, daB 
die Funktion 4(z) nirgends verschwindet. 


eine ganze transzendente Funktion, die wir mit g*(z) bezeichnen 


Wir gehen von der Annahme aus, diese Behauptung sei falsch, 4(z) 
verschwinde also etwa in einem bestimmten Punkte z=—4, von der 
ersten Ordnung. Da der Zahler g(z) von g*(z) auch im Punkte z= — i, 
von der ersten Ordnung verschwindet, so wird g*(z) fiir z= — 4, von 
Null verschieden sein. 

9* 
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Andererseits ist aber 


Pent, (2) 

Q, ni (z) : 

wobei sich die GréBen rechter Hand wegen (22) und (23) mit wachsen- 
dem Index nj gleichmaBig in dem Kreisring a’<|z|<b’ einem Grenz- 
wert nahern, und zwar ist 


et’ Pay (2) =e * Qon' (2) 


aT] 


ae ‘ onkz a < (z) 
(34) lime * Pan, (2)= q*(2)5- 





Nach dem WeierstraBschen Fundamentalsatze mu8 die Beziehung (24) 
gleichmaBig in dem ganzen Kreise |z'<b’’ <b’ (b’’ > Z) bestehen, und 
da sich durch geeignete Wahl von Z auch b”’ beliebig groB bestimmen 
14Bt, so ist auch g*(2) Ee eine ganze transzendente Funktion, die wir 
mit p*(z) bezeichnen wollen. 

Aus Formel (19) ist unmittelbar ersichtlich, daB p(z) an der Stelle 
z= -—A, nicht verschwindet. Desgleichen war aus unserer Annahme 
A(—4,)=0 gefoigert worden, daB g*(—i,,) +0 ist. Die Funktion 


e nd aide P (z) 
P (z) ~~ q (2) 7 (z) 
hatte also an der Stelle z = — i, einen Pol, wahrend doch eben bewiesen 


wurde, daB p*(z) eine ganze Funktion ist. Damit ist unsere Annahme 
4(—A,)=0 widerlegt, die Funktion 4(z) verschwindet demnach fiir keinen 
endlichen Wert von z. Es existiert mithin eine ganze Funktion 6(z), die 
der Beziehung 


(25) A(z) = — (p(z2)8*(z) —Q(z)r*(2)) =e 
geniigt. Es ergibt sich also wegen (23) und (24) gleichmaBig fiir 
z<b’ 6" >2Z) 


lim e** Qs a (2) = e989 (2) = q*(z), 


k=e 


lim e'"* Py qt (2) = ep (2) = p*(z). 


k=@ 


(26) 


5. Aus (25) folgt unmittelbar, daB die ganzen Funktionen g(z) und 
8*(z) keine gemeinsamen Nullstellen haben, daG also der Kondensations- 
punkt der Belegung dg(u) von allen Kondensationspunkten u—w, der 
Maximalbelegung verschieden ist. 

Es war schon gezeigt worden, daB im Innern des Intervalls w, <u<a, +; 
héchstens ein Punkt u—4A, gelegen ist. Wir wollen uns jetzt davon iiber- 
zeugen, da8 im Innern des Intervalls genau ein Punkt u—A, gelegen ist. 





en RO 
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Denn angenommen, dieses Interval] enthielte keinen Punkt u =4,, 
so lieBe sich, wegen w, + A, fiir alle Indizes » und alle Indizes yu, eine 
positive kleine Zahl 6 von der Beschaffenheit bestimmen, daB m, — 26 
<u<om,41+26 ein Konstanzintervall der Belegungsfunktion p(x) ist. 
Da man aber andererseits die Maximalbelegung dy(u) als Grenzwert der 
Folge von Belegungen endlicher Ordnung d¥,(u) erhalt (vgl. Formel 
(127) § 13), so miiBte nach Hilfssatz 2 bei passender Wahl von N fiir alle 
n => N im Innern der Intervalle w, — d<u <a, + 6, @y41—8 LU < Mui +6 
je ein Kondensationspunkt u = wo, u = wi), der Belegung d ¥, (w) liegen, 
das Konstanzinterval] w,—26<u<,+4:+26 von y(u) wiirde also zwei 
Kondensationspunkte u =,” und w,"), der Belegung d ¥,(u) fir alle 
n> WN enthalten im Widerspruch mit Hilfssatz 1. 

Wir bezeichnen jetzt mit w= 4A, denjenigen Kondensationspunkt der 
Belegung dq(u), der im Innern des Konstanzintervalls w,< u< @,41 
von y(u) gelegen ist. Dann sind mit den Punkten uw=d, (—co<»<oo) 
simtliche Wachstumstellen von (wu) erschépft. Die Zahlen sind fiir 
y= —1, —2, —8,...,-+—©o negativ, fiir »=0, 1, 2,...,—+» 00 positiv’). 

6. Es habe b> Z die gleiche Bedeutung wie in dem vorhergehenden 
Abschnitt 3. Da Z beliebig groB gewahlt werden kann, so kann auch 
b jede noch so groBe endliche positive Zahl iibertreffen. Es sei ferner 6 
eine beliebig kleine positive Zahl, die von vornherein hinreichend klein 
angenommen werde, daB sie den Beziehungen (20) geniigt, und auBerdem 
die Punkte u = w, den Intervallen 


(27) 4—d<sucs4+6 («—levcx+l, le] -+x+1=—0) 
nicht angehéren. 

Dann 148t sich nach Hilfssatz 2 eine Zahl N = N(b; 5) derart be- 
stimmen, daB fiir n,>N im Innern der Intervalle (27) mindestens ein 
Kondensationspunkt der Belegung d ®, (uw) gelegen ist, den wir mit w= ayn 
bezeichnen wollen. Wir behaupten nunmehr, da8 fiir n,> N im Inter- 
vall —b<u<b auBer den g Punkten w= 4" («<v<x) kein weiterer 
Kondensationspunkt u — A® der Belegung d®, (wv) mehr gelegen ist, 
da8 also um so mehr die Intervalle 


(28) A+ 6<u<iu1— («—l<ov<x) 
Konstanzintervalle der Belegungsfunktion ®, (w) sind. 

Denn geht man von der Annahme aus, unsere Behauptung sei falsch, 
so miiBte der Kondensationspunkt «— A im Innern eines Konstanz- 
intervalles w,<u< a4, («—-1<»<x+1) von p(w) gelegen sein. 





*) 4, ist hier mithin nicht mehr wie im Hilfssatz 4 die Nullstelle vom kleinsten 
absoluten Betrage. 








134 H. Hamburger. 


Andererseits ist aber 6 so klein gewahlt worden, da8 das Intervall 
4,—d6<u<4,+6 und damit auch der Kondensationspunkt «= aw 
gleichfalls ganz im Innern dieses Konstanzintervalles gelegen ist, welches 
demnach die beiden Kondensationspunkte u = 4" und u— A der Be- 
legung endlicher Ordnung d®, (u) enthalten wiirde, im Widerspruch mit 
Hilfssatz 1 des §11. Unsere Annahme ist damit widerlegt. 

7. Da fiir alle n,>N die Intervalle (28) Konstanzintervalle der 
Belegungsfunktionen ®, (w) sind, so ist wegen (20) insbesondere in den 
Intervallen —b —d<u<—a+46,a—6<u<b+6 kein Kondensations- 
punkt der Belegung d®, (uw) enthalten. 

Man erkennt also, indem man sich an die Definition der Teilfolge 
von Polynomen Qsq,(— 2) erinnert, daB alle Polynome Q,,,(—z) der 
urspriinglich vorgelegten Folge wenigstens fiir n, > N dieser Teilfolge an- 
gehéren. Die Relationen (26) lassen sich daher auch in der Form schreiben 


lim e™" Q,,,,(2)=a"(2), 


lim e™*" P,,, (2) = p*(2), 


h=2 
und auch diese Beziehungen gelten gleichmaBig fiir |z|<Z. Damit sind 
alle Behauptungen des Hilfssatzes 5 bewiesen. 

8. Hilfssatz 6. Hs set & (2) eine posstiv definite Potenzrethe, zu 
der ein unbestimmtes Momentenproblem gehdren mége. Auferdem mdge 
der mit (+) korrespondierende Kettenbruch S(z) exictieren. Es sei 
ferner eine unendliche Teilmenge der in Formel (13) definierten Be- 
legungen d ®,:(u) von 8 (=) vorgelegt, die keine unendliche gegen die 


Mazimalbelegung d y(u) von B (4) konvergente Teilfolge von Belegungen 
d®,,(u) enthalten mége. 


Ist jetzt Z eine beliebig groBe positive Zahl, so existiert eine nur 
von Z abhdngige feste positive Zahl M derart, daf alle Polynome P,,: (z) 
und Q,,(2) kleiner als M bleiben, wenn |z|<Z ist und P,,,(z) bzw. 
Q.,,'(z) Zahler bzw. Nenner des mit Hilfe der Belegung d®,,(u) gebilde- 
ten Naherungsbruches 2n'-ter Ordnung 





+@ 
Pyn’(2) __ fs $y’ (u) 
bedeutet. wae i 


Beweis. Wir gehen von der Annahme aus, die Behauptung unseres 
Satzes beziiglich der Menge der Polynome Q,,,(z) sei falsch; es existiere 
vielmehr ein ganz im Endlichen gelegener Bereich |z|<Z, in dem sich 
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zu jeder noch so groBen Zahl M ein Punkt z=z, und ein Polynom 
Qan’(z) der vorgelegten Teilmenge derart bestimmen laSt, daf 
\Qen’ (2)|=M 
st. 
Ist 
M,<M,<...<M,<...20 

eine unendliche Folge positiver Zahlen, so la8t sich auf Grund unserer 
Annahme zu jeder Zahl M, ein Polynom Q,,,(z) bestimmen, das im Be- 
reiche | z|<Z Werte annimmt, deren absoluter Betrag gréBer als M, ist; 
wenn mithin Q,,, das Maximum bedeutet, das das Polynom Q,,,(z) dem 
absoluten Betrage nach im Bereiche |z|<Z annimmt, so besitzt die 
unendliche Menge der Zahlen Q, n, keinen im Endlichen gelegenen Haufungs- 
punkt, oder kiirzer ausgedriickt, es ist 

29) tim Qs a, = 0O. 

Nach Satz XI des §7 Teil I laéBt sich andererseits aus der Menge 
der Belegungen endlicher Ordnung d@®,(u) eine unendliche gegen eine 
Belegung dy(w) konvergente Folge von Belegungen d®,(u) auswahlen. 

Nach Voraussetzung ist nun aber dy(u) von der Maximalbelegung 


dy(u) von $ (4) verschieden. Daher kann man auf die Folge von Be- 
legungen d Py (u) den Hilfssatz 5 (Teil III) anwenden, demzufolge — unter 
Beibehaltung der Bezeichnungen — die Funktionen eo" ¥ ag (2) fir |2|<Z 


gleichmaBig gegen eine transzendente Funktion g*(z) konvergieren. Dann 
existiert aber eine positive Zahl M’ derart, da8 fiir |z| <Z die Funktionen 


(30) | et Ow (2)| <M’ 


sind. Da nach Satz XIX des § 13 die Zahlen ¢,» dem absoluten Betrage 
nach unter einer gemeinsamen festen Schranke Z bleiben, so folgt aus 
(30) die Abschaétzung : 
IQuag(2)|<e?# M 
oder auch 


(81) Qgset*M’, 
wenn Q. az wieder das Maximum von |Q,,»(z)| fiir |¢|<7Z bedeutet. 


Da aber die Zahlen Qear eine unendliche Teilfolge der Folge Q, ni, 
bilden, so ist wegen der aus unserer urspriinglichen Annahme gefolgerten 
Beziehung (29) 7 

we hag 
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im Widerspruch mit der Abschitzung (31). Mithin ist unsere Annahme 
widerlegt und bewiesen, daB die Polynome Q,,,(z) dem absoluten Betrage 
nach, wenn |z|<Z ist, unter einer gemeinsamen festen Schranke M 
bleiben. 


Ebenso zeigt man ein gleiches fiir die Polynome P,,,(z) und damit 
ist dann der Hilfssatz vollstandig bewiesen. 


9. Hilfssatz 7. He set % (2) eine positiv definite Potenzrethe, zu 
der ein unbestimmtes Momentenproblem gehort. Aupferdem médge der mit 
g (+) korrespondierende Kettenbruch S(z) existieren. Nunmehr fiziere 
man ein Intervall a<u<b, das keinen Kondensationspunkt uo, der 
Mazimalbelegung Paws ) von $B (=) in seinem Innern enthdlt. 


Dann bezeichne N' die Menge aller pi n', zu denen Poly- 
nome Q,,:(—u) gehdren, die im Intervall a<u<b verschwinden, R” 
die Komplementirmenge von N', so wr wenn wir die Elemente von 2” 
mit n” bezeichnen, die Polynome Q,,,”(—u) im Intervall a<u<b keine 
Nullstelle besitzen. 

Ist endlich Z eine beliebig groBe positive Zahl und i eine zwischen 
—b und —a gelegene passend gewdhlte Zahl, so bleiben alle Polynome 


Q,,,"(z) und P,,,(z), ferner die Quotienten Que" b und ony wenn 
z <Z ist, unterhalb einer gemeinsamen festen Schranke M, die nur 
von Z und i abhangt. 

Beweis. Wir zeigen zunichst, daB die Menge ®’ keine unendliche 
Folge von Indizes nj, mit solchen zugehérigen Belegungen a? (u) enthalt, 


welche mit wachsendem h gegen die Maximalbelegung d y (wu) von (=) kon- 
vergieren. Wir gehen von der Annahme aus, diese Behauptung sei unrichtig, 
es existiere also eine unendliche Folge von Belegungen d?, (u)—+dy(u). 

Da nach Voraussetzung das vorgelegte Momentenproblem unbestimmt 
ist, so besitzt die zur Maximalbelegung ge. Srige Belegungsfunktion y(u) 
nur isolierte Wachstumsstellen u = w,. Es sei jetzt w — — 2’ ein von allen 
Kondensationspunkten u =, der Maximalbelegung dy(u) verschiedener 
Punkt von der Beschaffenheit, daB ein mit der Potenzreihe xz (=) = B( : ) 





z+i' 
korrespondierender Kettenbruch $(z) existieren mége; ein solcher Punkt 
laBt sich nach Satz VIII des § 4 immer finden. 
Wegen (13) ist aber in Verbindung mit Formel (62) des § 4 


iS 


+ 


SB +@ +o 


eSaie) =f a ®,(u) si os (w—A’) 
= £,(0)= J ati’ tu i z+u 
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folglich 
(32) d®,(u)= d®,(u—2'), 
wenn K,(z) wieder den n-ten Naherungsbruch des mit % (=) assoziierten 


Kettenbruchs K(z) und d® (u) die zugehérige. Belegung endlicher Ord- 
nung von % (+) bezeichnet. 
Ferner folgt aus unserer Annahme 


lim d ® aj (u) = lim d ®, (u — 24’) =dy(u—1’). 


Die wierd d@(u) = dy(u — 2’) ist aber sicherlich nicht die Maxi- 
malbelegung der Potenzreihe # (2) = (= 7) , denn die Stelle wu = 0 ist 
z+ 


auf Grund unserer Voraussetzung iiber die Wahl des Punktes u = —/ 
kein Kondensationspunkt der Belegung dG(u)—dy(u—4A'), und da 


andererseits das zur transformierten Potenzreihe f >) gehérige Momenten- 


problem ebenso wie das zur urspriinglichen Potenzreihe x (*) gehorige 
Momentenproblem unbestimmt ist, so hat die Maximalbelegung d#(w) 
von z (+) den Nullpunkt zum Kondensationspunkt. 

Demnach la8t sich auf die Folge der Belegungen d ®,: x (u ) der Hilfs- 
satz 5 anwenden. Da nun aber mit den Punkten u = ow, * 1’ simtliche 
Wachstumstellen der Belegungsfunktion ¢(u) = y(u — 2’) erschépft sind, 
und ferner im Intervall a < u < 6 nach Voraussetzung kein Punkt u = , 
gelegen ist, so liegt im Intervall a+ 4° <u<b+4’ sicherlich keine 
Wachstumstelle der Funktion ¢(u)=y(u—4'). Es mu8 mithin nach 
dem Teile II des Hilfssatzes 5 eine Zahl N existieren, derart, da 
im Intervall a+4’<u<b+2' kein Kondensationspunkt der simt- 
lichen Belegungen d Dy; (w) gelegen ist, deren Index nj > N ist. 

Andererseits folgt aber aus der Definitionseigenschaft der Elemente 
der Menge %’, daB die Belegungen d®,/(w) im Intervall a s u <b und 
damit auch die Belegungen d®,: (") = =a, (u—A ‘) im Interval 
a+aA e usb+ i’ simtlich einen Kondensationspunkt besitzen. Durch 
diesen Widerspruch ist unsere urspriingliche Annahme, da8 die Menge der 
Belegungen d®,-(u) eine gegen die Maximalbelegung dy(w) konvergente 
Teilfolge von Belegungen d®,‘(u) enthalt, widerlegt. 

Mithin erfiillt die Menge der Polynome P,,:(z) und Q.,’(z), deren 
Indizes n’ Elemente der Menge %’ sind, die Voraussetzungen des Hilfs- 
satzes 6. Die Polynome P2,q’(z) und Q2q’(z) bleiben daher nach diesem 
Hilfssatz, wenn |z| < Z ist, dem absoluten Betrage nach unter einer ge- 
meinsamen Schranke M, die nur von Z abhangt. Damit ist der erste Teil 
des Satzes bewiesen. 
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10. Um den zweiten Teil unseres Satzes zu beweisen, wihle man eine 
zwischen —6b und —a gelegene reelle Zahl 4 von der Beschaffenheit, 
daB ein mit der Potenzreihe B (7) = § (44) korrespondierender Ketten- 


bruch §(z) existiert. Nach Satz VIII des § 4 ist dies immer méglich. 
Dann wird nach Formel (38) des § 2 und Formel (64) des § 4 wenn 


Pa (2) den m-ten wise ih von §(z) bezeichnet, 














Qu (2) 
Baan (a) — Feri) Marte) _ Gyro 0 
33 " “z (0) Var (A) Qanr (4) 
( Pp Un" (z) Oy (244) Py qr (2 +4) 
ww) ty Wey ae 


ferner nach Formel (32) dieses Paragraphen 
d®,,. ‘(u) = dD,” ‘(u— A). 


Bedeutet i*” die Wurzel vom kleinsten absoluten Betrage der Glei- 
chung Q2,”(— u) = 0, 80 ist 
(84) lim inf | 4)" | > 0 
da nach den Definitionseigenschaften der Elemente n” der Menge 2” die 
Gleichung Q:,”(— «) = 0 im Intervall a u<b, mithin die Gleichung 


Gen” (—u +A) 
a (— 4) = SES =0 
Qn” (— 4) (A) 

im Intervall a+ASu<b+A keine Wurzeln besitzt und wegen 
—b<i<-a 

a@+i<0, b+i1>0 
ist. Nach Hilfssatz 4 folgt nun aber aus (34), da® die Menge der Be- 
legungen d®,,(%) keine unendliche gegen die Maximalbelegung d9(w) 
der transformierten Potenzreihe (2) konvergente Folge von Belegungen 
d Dyqn(u) enthalten kann. 


Mithin erfiillt auch die Menge der Polynome Pray” ‘(z) und Q, ..,(z) 
die Voraussetzungen des Hilfssatzes 6. Bedeutet Z’ eine beliebig groBe 
positive Zahl, so existiert daher eine feste nur von Z’ abhangige Zahl M 
derart, da8 a { 

| Pan’ (z)| s M, | Qen (2) | < M 
wird fiir jeden Index n”, der ein Element der Menge %” ist, wenn 
|z| <Z’ bleibt. 

Nun ist aber wegen (33) 


Py (2) 
oO) = Py qn (2 _ a), 


oe 
Qi) = Qa” (2 — A). 
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Ist endlich |z|<Z und wahlt man Z’>Z-+4, so daB |2+4|/< 7’ 
wird, so folgt offenbar 


| Paw (2) Ora (2) 
| Qann (4) Qonr (4) 


und damit ist auch der zweite Teil unseres Satzes bewiesen. 


SM, 











jem 


§ 16. 
Die Folge der Polynome G,,(z) und H,,(). Kriterium fiir die 
Bestimmtheit des Momentenproblems. 

1. Zunachst schicken wir einen Satz voraus, der das Resultat des 
Satzes XIX aus § 13 wesentlich vereinfacht. 

Satz XX. (Erganzungssatz zu Satz XIX.) Die Zahlen¢, mégen 
dieselbe Bedeutung wie in Satz XIX haben. Ist nunmehr das der positiv 
definiten Potenzreihe ¥ (*) zugeordnete Momentenproblem unbestimmt, 
so streben die Zahlen ¢, mit wachsendem n einem Grenzwert ¢ zu. 

Demzufolge konvergieren in diesem Falle nicht nur, ‘wie es in Satz XIX 
hei ft, die Funktionen e~ ‘** P,,_,(z) bew. e~°=*Q,,_, (2), sondern auch 
die Polynome P,,,_,(z) bzw. Q,,,_,(2) selbst gleichmaPig in jedem ganz 
im Endlichen gelegenen Bereiche der z-Ebene gegen die ganzen tran- 
szendenten Funktionen e**r*(z)=1(z) bew. e°* 8*(z) = 8(z). 

Beweis. Setzt man wegen P,,_,(0)=1 (vgl. Formel (31) § 2) 

P,,,-1 (2) =1+a,2+ 8,279 +...+ x2"! 
und entwickelt man die ganze Funktion e~°="P,,_,(z) in eine Reihe, 
die nach ganzzahligen positiven Potenzen von z fortschreitet, so ergibt sich 
e~*s* P, _,(2) =1+ (a, sa C,)2 + eee 

Da nach Satz XIX die Funktionen e~*»*P,,_,(z) mit wachsendem n 

gleichmaBig fiir |z|< Z gegen die ganze transzendente Funktion r*(z) 


konvergieren, so ist die Folge der Koeffizienten «,—¢, ebenfalls kon- 
vergent, und zwar werde 


(35) lim («, — ¢,) = a* 
gesetzt. Die Behauptung des Satzes XX ist demnach bewiesen, wenn es 
gelingt zu zeigen, daB der Grenzwert 
(36) lim «, = 
existiert. Denn dann ist wegen (35) 
lim?,=a—a*, 








140 H. Hamburger. 
Aus der Summendarstellung (42) des § 2 fiir P,,_,(z) ergibt sich 


n—1 
, U, (0) V, (0) 
a, = P3,-1(0) = >” , ; 
v=0 


Die Behauptung (36) besagt also, daB die Reihe 
= J, (0) V, (0) 
87 ae 








¥=0 a 


konvergiert. 


Um bei dem Konvergenzbeweis den Hilfssatz 7 benutzen zu kénnen, 
gehen wir von einer transformierten Potenzreihe 


a (1 1 

8(7)=8(5)) 
aus, bei der nach Satz VIII des § 4 die Zahl 4 so gewahlt ist, daB der 
mit der Potenzreihe R (2) korrespondierende Kettenbruch S(z) existiert, 
und suchen die einzelnen Glieder der Reihe (37) mit Hilfe der zum 
Kettenbruch §(z) gehérigen GréBen auszudriicken. 

Es ist nach den Formeln (63) und (64) des § 4 
U,(0)V,(0) O,(—a)¥,(-4) 
oe b 


in Anbetracht, daB man % (+) aus 8 () durch die inverse Substitution 


¥ (*) = (+) erhilt. Andererseits ist nach den Formeln (38) und 
(45) des § 2 
U,(-4)V,(—4) _ (0) 0, (—4) V,(—2) - ~ 
2" = ~_— 2 __ —"____ =4 »(— »(— A), 
4, Z, V,(0) ¥, 0) ~ “eres trl 2) Gael 
mithin 


=0,(0)V,(0) Sy ‘. io 
(38) Oy =D Fans Pre (— 2) Qe (— 2). 
° r=0 


v=0 





> 





Um jetzt die absolute Konvergenz dieser Reihe zu beweisen, bestimme 
man ein Intervall a<u<b, das keinen Kondensationspunkt u = @, der 
Maximalbelegung d#(u) der Potenzreihe % (2) =F (4) enthilt, und teile 
wie beim Hilfssatz 7 die Menge der Indizes n in zwei Komplementar- 
mengen %' und ®”, indem man ein Element nm’ dann und nur dann zu 
R’ rechnet, wenn im Intervall a < u <b eine Nullstelle des zum Index n’ 
gehérigen Polynoms Q:,'(—) gelegen ist. Demnach haben andrerseits 
simtliche Gleichungen Q.,”(— u) =0 keine einzige Wurzel u = 4", die 
der Bedingung a < 1" <b geniigt. Man bestimme nunmehr eine Zahl 2’ 
des Intervalls — b <1’ < —a derart, daB der mit der Potenzreihe 
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$()-¥(623)-SGsta 


2+h4a 





korrespondierende Kettenbruch 8 (z) existiert. 
Da nach Voraussetzung das der Potenzreihe % (2) zugeordnete Mo- 


mentenproblem und damit auch das der transformierten Potenzreihe (£) 


zugeordnete Momentenproblem unbestimmt ist, so sind alle Voraussetzungen 
des Hilfssatzes 7 erfiillt, und es existiert daher eine Zahl M, derart, daB 


aol - P,_.(—A) | { are 
| Paw (—4)| <M, | Qea’ (— A) <M; | Fann ( A) <M | Von ( A) 


watt) |" Teiee) 





ist. 
Auf Grund dieser Abschitzung erhilt man 


ms S| daw’ +s Orn (— 2) Prue (—2)| SOD daw 


>| je a oe 
(40) DS) | awe Genre (— 2) Paar (— 4) S MOD) daw Qbear (2), 
wobei die Summation in (39) bzw. (40) iiber saimtliche Elemente n’ 
bzw. n” der Menge 2’ bzw. N” zu erstrecken ist. Aus der Unbestimmt- 


heit des vorgelegten Momtntenproblems folgt aber nach Satz XV des § 10, 
daB die Reihe ’a,,,,, nach Satz XVII des § 10, daB die Reihe 


n=0 


P Fans1 Qan(A’), um so mehr also daB die Reihen 
n=0 

> Fan's und >) dan: Ga0" (2’) 
konvergieren. 

Mit der absoluten Konvergenz der Reihen (39) und (40) ist aber 
die Konvergenz der Reihe (37) wegen (38) bewiesen. Die Behauptung 
des Satzes XX folgt nun unmittelbar aus der Beziehung (35). W. z. b. w. 

2. Satz XXI. Es sei F(x) eine positiv definite Form, der ein 
unbestimmtes Momentenproblem zugeordnet sein médge. 

Bezeichnen G,(z) und H,(z) die durch die Formeln (4) des § 14 
definierten Polynome, so konvergiert die Folge der Polynome G,,(z) (bzw. 
H,,(z)) in jedem ganz im Endlichen gelegenen Bereich der z-Ebene gleich- 
mipig gegen eine ganze transzendente Funktion, die wir mit g(z) (bzw. 
h(z)) bezeichnen wollen. Dabei geniigen diese Funktionen der Relation 


(41) r(z)h(z) —g(z)s(z) =1, 
wo r(z) und s(z) die in Satz XX definierten Funktionen bedeuten. 
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Beweis. Wendet man auf die Definitionsgleichungen (4) des § 14 fir 
die Polynome G,(z) und H,(z) die Formeln (41) und (40) des §2 Teil I 
an, so erhalt man fiir @,(z) und H,(z) Darstellungen durch Summen 


G,,(z) = ~ 9 gre ee Ur(s) 
(42) 
H.(2)= -+5' U, ( (0) Fos) 


Die Existenz der Grenzwerte lim G,(z) und lim H,(z) ist demnach be- 


wiesen, wenn es gelingt zu zeigen, daB die beiden Reihen 


Uy (0) Ur (2) “1 Uy (0) Ve (2) 
zee i > ey ae 


v=1 v=1 
absolut konvergieren. 
Um bei dem Konvergenzbeweis den Hilfssatz 7 anwenden zu kénnen, 
gehe man wie beim Beweise des Satzes XX von einer transformierten 


Potenzreihe ¥ (+) = § (=) aus, zu der bei passender Wahl von 4 nach 
Satz VIII des § 4 der korrespondierende Kettenbruch S(z) existieren mége. 

Nach den Formeln (63), (64) des §4 und (38), (45) des §2 er- 
gibt sich 


. > ¥(—A * nes — D Dp 
Uy (0) Uy(2) _ U»(—4) Ue (2- =) was Sloss Poo (— 3) Poe(s — 8), 





Ay A, 
Te (0) Ves) a wo DE Ga) _ Fev+1 P,, (— A) Qe, (z ome A), 
mithin 
| S2oyzte) D> Fav41 Pa, (— 4) Py» (2 — 2), 
(43) sper 
Pee >) Gar-1 Pr (— 1) Qae(z — A). 
v=1 


Die aie Konvergenz dieser Reihen wird nun in derselben Weise wie 
die Konvergenz der Reihe (38) des Satzes XX bewiesen: 


Man bestimme ein Intervall a<u<b, das keinen Kondensations- 


punkt u = @, der Maximalbelegung d# (u) der Potenzreihe % (+) =f (=) 
enthalt, und teile die Menge der Indizes n in zwei Komplementarmengen 
N’ und ®”, indem man einen Index n zu MN’ bzw. N” rechnet, je nach- 


dem das zugehérige Polynom Q,,(—u) im Intervall a<u<b ver- 
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schwindet oder nicht. Wahlt man endlich noch eine zwischen —a und 
— 6 gelegene Zahl 4’ derart, daB auch der mit der Potenzreihe 


a (1 -_—T 3% 1 
B(5)- B(=) -3(—) 
korrespondierende Kettenbruch §(z) existiert, so ist, da das vorgelegte 
Momentenproblem unbestimmt ist, nach Hilfssatz 7 fiir |z|< Z 
Paw (—4)||Paw(2—4)|SM*, | Paw (—4)| | Pane (2 — 2)| SMO (2’), 
| Paw (—A)| | Qen (2 — A)| <M’, | Pan (— a)| | Qenv (2 —)| < M*Qin"(2'), 
wenn M eine passend gewahlte Konstante bedeutet, die nur von Z ab- 
haingt. Es ergibt sich mithin 
51 | Un (0) Un ee tte ip , 
> | AEA | = DS) dants | Pan(—4)| | Paa(# — 4)! 
n=1 n=1 


Ss M* Ly Baws +2) dass Qin” (4’)| ’ 


= >) dant: | P,,.(— A)| lQan(z — A); 


s M* Pie +) tans bn (2’) . 


Aus Satz XV und XVII des §10 folgt aber die Konvergenz der Reihen 
rechter Hand, die nicht mehr von z abhingen, und damit ist die absolute 
und gleichmaBige Konvergenz der Reihen (43) in jedem ganz im End- 
lichen gelegenen Bereiche der z-Ebene bewiesen. 


Setzt man A 
U, (0) U, 
g(z)= —2)'- yet), 
n=1 


hs) =< 1-2 SHOE, 
n=1 - 


DyLau) Ve (2) 
n=1 | 4, 





so sind die Funktionen g(z) und A(z) ganze transzendente Funktionen 
von z; ferner konvergieren offenbar wegen (42) die Polynome G, (z) 
bzw. H,(z) in jedem ganz im Endlichen gelegenen Bereich der z-Ebene 
gleichmaBig gegen die Funktionen g(z) bzw. h(z). Damit ist der erste 
Teil des Satzes XXI bewiesen. 

Die iibrigen Behauptungen des Satzes XXI folgen unmittelbar aus 
seinem ersten, bereits bewiesenen Teil. Nach einfachen Umformungen 
erhalt man, indem man die Definitionsgleichungen (27) des § 2 fiir 
Pon-1(z) und Q,,-,(2) und (4) des § 14 fiir G,(z) und H,(z) benutzt, 

Pon-1(2) Ha(z) — Qon-1(2%) Gn (z) =1. 
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Geht man zur Grenze n =o iiber, so ergibt sich nach Satz XX 
r(2)h(2) —8(2)g(2)=1, 
w. z. b. w. 


8. Aus Satz XXI folgert man leicht die Umkehrung des Satzes XIV 
des §9 Teil I, mit deren Beweis eins der Ziele unserer Untersuchung 
exreicht ist. 

Satz XXII. Der mit einer positiv definiten Potenzreihe assoziierte 
Kettenbruch K(z) ist nur dann vollstandig konvergent, wenn das der 
Potenzreihe zugeordnete Momentenproblem bestimmt ist. 

Beweis. Die Beha ptung des Satzes XXII ist bewiesen, wenn gezeigt 
wird, daB fiir den Fall des unbestimmten Momentenproblems der zu- 
gehérige Kettenbruch K(z) nicht vollstandig konvergent ist. 

Es ist nun aber unter dieser Voraussetzung nach Satz XIX und XX 
in Verbindung mit Formel (3) des § 14 


,  Va(®) ) _ 40, Pao-1(s) _ (2) 
lim K, (#5 — 7°05) = lim Geo) = Fe 


ferner nach Satz XXI in Verbindung mit Formel (5) des § 14 





; . Un(0) ) _ y, Ga(2) _ 9 (2) 

lim K, (25 — 5 *\7oy) = lim Bhs) = ha) 
Endlich ist wegen der Identitat (41) 
(2) 4 g(2) 
8(z) h(z) 


fiir jeden Wert von z. 

Der Kettenbruch K(z) ist mithin nicht vollstandig konvergent, da 
andernfalls aus der Definition XI des §9 fiir nicht reelle Werte von z 
die Beziehung 

aa as in gE tas 
tim H (85 — ye ,(o5) = lim Ky (85 — gE (ay) =F) 
folgen wiirde. W. z. b. w. 

4. Andererseits 148t sich aus Satz XXI ein Kriterium dafiir ableiten, 
wann im Falle des unbestimmten Momentenproblems eine unendliche Folge 
Pen, (2) 


von korrespondierenden Naherungsbriichen gerader Ordnung K,, (z) = Onn, @) 


konvergent ist. 

Satz XXIII. Es sei % (+) eine positiv definite Potenzreihe, der ein 
unbestimmtes Momentenproblem zugeordnet sein mdge; es sei ferner 
NM, <M, <<... <<, <<... — 00 eine unendliche Folge von Indizes, zu denen 
Polynome V,, (z) gehdren, die sdmtlich im Nullpunkte von Nuli verschie- 
dene Werte annehmen; mithin existieren die Polynome Pon,(2), Qen, ( z) 
und die Zahlen On, « 
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Unter diesen Vorausseizungen ist die Folge von Ndherungsbriichen 
Pon 
K,, (2) = a dann und nur dann gleichmafig in jedem Bereich der 
ad) 
z-Ebene vom Typus 2 konvergent, wenn entweder die Folge der Zahlen 
On, gegen eine endlich reelle Gréfe o konvergiert, wenn also 
(I) lim 6, = 6 
A=@ 
ist, oder die Folge der Zahlen o,, keinen im Endlichen gelegenen Hau- 
fungepunkt besitzt, wenn also, kurz gesagt, 
(iI) lim | 6, | = 00 
h=@ 
ist. Es gelten ferner fiir jeden ganz im Endlichen gelegenen Bereich 
der z-Ebene gleichmafig die folgenden Beziehungen: 


im Falle I: 
lim Pa», (2) = 9 (2) + oF (2) = p(2), 
lim Qyn, (2) = 4(z) + o8(2) = g(z); 
im Falle Ul: 
Men eek. (5), Hien Ste {*)  6(s). 
h=o h=a %™% 


Konvergiert endlich fiir einen einzigen reellen oder komplexen Punkt 


Pan 
z= 2, eine Folge von Naherungabriichen s ue, so ist diese Folge von 
™, 


Naherungsbriichen in jedem Bereich der z-Ebene vom Typus 2 gleich- 
mapig konvergent. 


Beweis. Es ist nach Formel (10) des § 14, wofern nur V,(0) von 
Null verschieden ist, 


P2_(z) = G,(z) + On Pan-1(2), 
Qen(%) = Hy (z) + on Qin-1(2) . 





Ist 


(I) lim 6, =o, 


h=@ 
so ist nach Satz XX und XXI 
lim Pra,(2) = 9(2) + o"(2), 
tim Qen, (2) = A(z) + 08(z). 
Entsprechend folgen aus 
(II) lim | 0, | =o 
A=@ 


Mathematische Annalen. 82. 10 
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die Beziehungen 








Pen 3 Ga, (z) 
lim — me ‘* — lim ( ne) + Pex,-1(2)) =r(2), 
h=a@ on, h=@ ", 
n o Ha, ( 
lim = = lim (“es Qen,—1 (2)) = 8(z). 
h=n n, h=x a 


Besitzt andererseits die Menge der Zahlen o, mehr als einen Haufungs- 
punkt und sind o’ und o” zwei voneinander verschiedene Haufungspunkte, 
so enthailt die Folge der Indizes n, zwei unendliche Teilfolgen von 
Indizes n/ und n mit den Grenzwerten 


lim o,/=o', limo,” =o”. 


‘=@ x= me 


Dann ist aber, wenn beide Zahlen o’ und o” im Endlichen gelegen sind, 


lim Pan’ (2)=g(z)+o0'r(z), lim Quay (2) = h(z) + 0’a(2), 


“= 


lim Pan"(z) = 9(z) + 0"r(z), lim Qon”(z) = A(z) + 0"8(z), 


oder aber wenn einer der beiden Haufungspunkte, etwa o”, im Unendlichen 
gelegen ist, 


i al’ (2) Qn” (2) 
tos“! 2 i ar 
x=@ 6 a a =r(2), lim o,” s(z). 


Aus der Annahme 


g(z)+o'r(z) _ g(z)+o"r(z) _ ¥(z) 
h(z)+0’8(z) ~~ A(z) +0" 8(2) bzw. — 9(2) 


wiirde nun aber wegen o’ + o” 


r(z)h(z)=g(z)8(z) 
folgen. Diese Identitat steht aber mit der oben bewiesenen Beziehung (41) 
des Satzes XXI im Widerspruch. Es ist mithin 


im 2 im 
= Tim gaara) tm Qa)” 
P,,,' (2) Psy! 
Qaartz) 4 Biz) 
Pon, (2) 
Yon, (=) 
P, n, (?) 
sind, so existiert wegen (44) der Grenzwert lim @, mo) nicht; die Be- 
h=@ Van, 
dingung (I) bzw. (II) ist mithin auch. notwendig fiir die Existenz des 
Grenzwertes einer Folge von Naherungsbriichen gerader Ordnung. 


wiz) 
Da nun aber die Mengen der Niaherungsbriiche 





beide Teilmengen der vorgelegten Menge von Naherungsbriichen 
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n, (70) 
Von der Folge von Niherungsbriichen =: aC) Ce) werde endlich nur vor- 
an, 


n, (0) 
ausgesetzt, daG fiir einen beliebigen Punkt z = z, der Grenzwert aes a Te) 
h=@ Von 
existiert. Es soll gezeigt werden, da unter diesen Bedingungen die 
Folge gleichmaBig in jedem Bereich der z-Ebene vom Typus Q kon- 
vergiert. 
Geht man von der Annahme aus, diese Behauptung sei unrichtig, 
lieBen sich nach Satz XII’ des §7 zwei = Teilfolgen von Naherungs- 
P,,/ (2) P, 4” (2) 
Gantz) 4 Qa amte) 
die Grenzwerte 


z) 
briichen derart auswahlen, da8 


n,\? 
0.0.6) 


aus der oe es 


Pg +2 
li Pan! (2) An dg™ (uw) Pi” (2) dy™ (w) 
a Qn’ (2) J tte’ x=@ ve Gan (2) atu 


in jedem Gebiete der z-Ebene vom Typus 2 gleichmaBig existieren und 
auBerdem die Belegung dy“ (w) von der Belegung dy*)(w) verschieden ist. 

Nach dem bisher bewiesenen Teile des Satzes XXIII wiirden dann 
aber gleichzeitig die Grenzwerte lim o,’ =o’ und lim 0,” = 0” (o' + 0”) 
existieren, wobei eine der beiden Zahlen, etwa o”, auch den Wert co 
annehmen kénnte, und es ware auBerdem 


= na" “Freres lim aes = Hay rera(e) 2 = 3G 
Nach Voraussetzung soll nun aber fiir den Punkt z= z, die urspriing- 
liche Folge von Naherungsbriichen a, =e sich mit wachsendem h einem 
Grenzwert nahern. Da andererseits die Folgen von erie Ker 
Pon’ (20) Po (20) P,,, (20) 


Oras Gy" und @,,”@) beide Teilfolgen der urspriinglichen Foige Grn, () 


sind, so miissen die Grenzwerte dieser Teilfolgen fiir den Punkt z=, 
iibereinstimmen; es ergibt sich also 


9 (%)+o'r(%) 9 (%) +o" 1 (2) = __ # (a) 





h(z) +0" 8 (2) ~ h(%) +0” 8(z) " 8(%)" 
Diese Beziehung steht aber, wie eine einfache Rechnung zeigt, wegen 
o’ +0” mit der Identitét (41) in Widerspruch. 
Damit sind alle Behbauptungen des Satzes XXIII bewiesen. 
5. Bevor wir aus diesem Satz im nichsten Paragraphen die Be- 
dingungen fiir die einfache Konvergenz der Kettenbriiche S(z) und K (z) 
10* 
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im Sinne det Definition XI ablesen, suchen wir nach einem Kriterium, 
um aus der Kenntnis der Koeffizienten a, allein zu entecheiden, ob das 
vorgelegte Momentenproblem bestimmt oder unbestimmt ist. 

Satz XXIV. Das einer positiv definiten Potenzrethe g (+ ) zu- 
geordnete Momentenproblem iet dann und nur dann bestimmt, wenn 


mindestens eine der beiden dem assoziierten Kettenbruch K(z) zuge- 
horigen Rethen 


<7¥2 (0 70; (0 
a) SO, @) yO 
¥=0 v=0 
divergiert. 


Existiert der mit der Potenzrethe xg (2 ) korrespondierende Ketten- 
bruch S(z), so lassen sich die Reithen(A) und(B) mit Hilfe der Koeffi- 


zienten Ge,., und o, = Das. in der bequemeren Form schreiber. (vgl. 


x=1 


Formel (45) des § 2 wnd (11), (12) des § 14): 


> Marts (B) D>, Mr+1 o°.. 
7=0 *=0 


Beweis. Man iiberzeugt sich leicht davon, daB, wenn das vorgelegte 
Momentenproblem unbestimmt ist, die beiden Reihen (A) und (B) kon- 
vergieren, denn nach Satz XV des § 10 ist die assoziierte quadratische Form 
eigentlich definit und in diesem Falle konvergiert nach Satz VI des § 3 
die Reihe (A). Andererseits ist nach Formel (42) dieses Paragraphen 


(45) @,(0) = — pO} 
v=1 

Da aber nach Satz XXI unter den gemachten Voraussetzungen G,(0) mit 

wachsendem n gegen g’(0) konvergiert, so konvergiert auch die Reihe (B) 

und nimmt den Wert — g’(0) an. Wenn also mindestens eine der Reihen 

(A) oder (B) divergiert, kann das zugehérige Momentenproblem nicht unbe- 

stimmt sein. Damit ist der eine Teil des Satzes XXIV bewiesen. 

Setzt man umgekehrt voraus, daB eine positiv definite Form F(z) 
vorgelegt ist, deren zugehérige Reihen (A) und (B) beide konvergieren, 
so folgt zunichst aus der Konvergenz von(A) nach Satz VI des § 3, daB 
die Form F(z) eigentlich definit ist. 

Indem man auch die andere Voraussetzung, daB die Reihe (B) kon- 
vergiert, beriicksichtigt, setze man 


(46) c.1=0, c. - yo —g’(0) 
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und betrachte die formale quadratische Form 


F* (zx) =») 4n-2%sns 


4*x=0 
Wir behaupten: die Form F* (zx) ist positiv definitiv. 
Um dies einzusehen, bilde man die Koeffizientendeterminante C;,, 
der Form F*(z): 
C-2, 0, Co» ++ey Cy—e | 
O, Gan Oyy ++ 25 Cums 
Ones = 





Cn—2, Cn—1, Cy, - ++» Can- 2 | 


Nun folgt aber in Verbindung mit (45) aus der Determinanten- 
darstellung (9) fiir G,(— z) 
ey 0, Cor+++> Cn—2 
| 0 


7 03(0) 1 
—— = — G,(0)= — i Pe 


v=1 





. 6.25. a1. Oe ae 


’ Co» Cys sees Cn-1 


| 
| 
| 


POR er aes 2 
Mithin ergibt sich 


(47) Crea = 0-20, + G(0)C,. 

Andererseits ist nach Formel (46) und (45) 

c-1=—9'(0) > — G;(0), 

d. h. 
(48) c-2+G,(0)>0 
fiir alle n. 

Da endlich nach Voraussetzung die Determinanten C,, fiir alle Werte 
des Index mn positiv sind, so sind auch die On., wegen (47) und (48) 
simtlich >0. Die Form F*(x) ist mithin, wie behauptet, im Sinne der 
Definition II des §3 positiv definit. 

Dann hat aber nach dem Existenztheorem am Schlusse des § 8 das 


der Form F*(xz) zugeordnete Momentenproblem mindestens eine Lésung 
dy*(u) und es ist nach Definition VII des § 5 


+2 
furt*dy*(u) = Cy, 
mithin ist die Belegung 
dy(u)—u*dy*(w) 
eine Lésung des det Form F(z) zugeordneten Momentenproblems. 
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Da andererseits wegen der Konvergenz von(A) die Form F(z) nach 
Satz VI des § 3 eigentlich definit ist, so ist nach Definition XII des § 10 
der Punkt u=—0 ein Kondensationspunkt der Maximalbelegung dy(w) 
von Fiz). Offenbar ist aber der Punkt u = 0 kein Kondensationspunkt 
der Belegung dg(u)=u*dy*(u); die Belegungen dg(u) und dy(u) 
sind also voneinander verschieden, und da beide Belegungen Lésungen des 
der Form F (x) zugeordneten Momentenproblems sind, so ist dieses Problem 
unbestimmt. 

Die Bedingung, daB mindestens eine der beiden Reihen (A) oder (B) 
divergiert, ist also notwendig und hinreichend, damit das vorgelegte 
Momentenproblem bestimmt ist, w. z. b. w. 


§ 17. 


Die einfache Konvergenz der korrespondierenden und assoziierten 
Kettenbriiche. 


1. Aus den Satzen XXIII und XXIV lassen sich leicht notwendige 
und hinreichende Bedingungen fiir die einfache Konvergenz der Ketten- 
briiche von der Form S(z) und K(z) folgern. 


Satz XXV. Es sei S(z) ein Kettenbruch der Form 


1 
ethics ¢ t 
wre. 
dessen Koeffizienten a,, a5, .--;@y,,4,,--- sdmtlich positiv sind, wahrend 
die Koeffizienten a,,4,,...,@,,,..- nur reell und von Null verschieden 
vorausgesetzt seien. Hs sei ferner B (*) die mit S(z) korrespondierende 
Potenzrethe. 

Dann ist der Kettenbruch S(z) in jedem Bereiche der z-Ebene vom 
Typus Q gleichmaBig konvergent (einfach konvergent im Sinne der De- 
finition XI des § 9) 

erstens, wenn eine der beiden Reihen 


(A) > Masts (B) D>, M041 98 
n=0 n=1 


divergiert, also das der Potenzreihe % (< ) zugeordnete Momentenprodblem 
bestimmt ist; oder 


zweitens, wenn die Reihen (A) und (B) beide konvergieren und 
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4 


die Zahlen o, keinen im Endlichen gelegenen Haufungspunkt besitzen, 
d.h. wenn 
lim | 6, | = co 

tet. va 

In allen andern Fallen ist der Kettenbruch S(z) divergent. 

Konvergiert der Kettenbruch S(z) in einem einzigen festen, reellen 
oder kompleren Punkte z = z,, 80 konvergiert S(z) gleichmapig in jedem 
Bereich der z-Ebene vom Typus 2. 

Zusatz. Der Fall, daB die Reihen (A) und (B) konvergieren und 
da8 lim |, | =o ist, ist dadurch merkwiirdig, da8 der Kettenbruch S(z) 

a=0 


fiir komplexe Werte von z konvergent ist, obgleich das zugehérige Momenten- 
problem unbestimmt ist. In diesem Falle lassen sich nun aber unendlich 
viele reelle Werte von 4 von der Beschaffenheit angeben, daB der mit der 


transformierten Potenzreihe % (+) = (4) korrespondierende Ketten- 


bruch S(z) existiert und divergent ist. Mit andern Worten: das einer 
positiv definiten Potenzrethe % (4) zugeordnete Momentenproblem ist dann 


und nur dann bestimmt, wenn die mit den transformierten Potenzreihen 
Z (2) = 8 (4) korrespondierenden Kettenbriiche S(z) fiir alle diejenigen 
Werte von i, fiir die sie existieren, in jedem Bereiche der z-Ebene vom 
Typus 2 gleichmafig konvergieren. 

Beweis. Aus der Voraussetzung d2,,: > 0 folgt, wie Formel (45) 
des § 2 in Verbindung mit Satz IV erkennen laBt, daB die mit S (z) korre- 


spondierende Potenzreihe x () positiv definit ist. Es lassen sich daher 


auf den Kettenbruch S(z) die im Kapitel II und den §§ 10—16 ent- 
wickelten Saétze anwenden. Wenn eine der beiden Reihen (A) und (B) 


divergiert, so ist nach Satz XXIV das der Potenzreihe % (+) zugeordnete 


Momentenproblem bestimmt und folglich nach dem Zusatz zu Satz XIV 
des §9 der zugehérige korrespondierende Kettenbruch einfach konvergent. 

Sind die Reihen (A) und (B) beide konvergent, so ist nach Satz XXIV 
das zugehérige Momentenproblem unbestimmt. AuBSerdem konvergieren 
nach Satz XX die Naherungsbriiche ungerader Ordnung von S(z) in jedem 
Gebiete der z-Ebene vom Typus 2 gleichmaBig gegen die meromorphe 


Funktion wot Damit nun der Kettenbruch S(z) in eben demselben 
Gebiete gleichmaBig konvergiert, miissen seine Naherungsbriiche gerader 
Ordnung gegen dieselbe meromorphe Funktion a konvergieren. Dazu 


ist aber nach Satz XXIII hinreichend und notwendig, daB lim | «, | = oo ist. 











152 H. Hamburger. 


Ist andererseits fiir den Fall, daB beide Reihen (A) und (B) kon- 
vergieren, der Kettenbruch S(z) in einem festen reellen oder komplexen 
Punkte z =z, konvergent, so ist offenbar 

im 222(%0) — tim Fes-1 (40) _ (40) 

Mim Gon (He) gue Gouna) #C%)’ 
Dann folgt aber aus Satz XXIII, daB gleichmaBig in jedem Bereich der 
z-Ebene vom Typus 2 die Beziehung 


lim 2en(#) — 1 (2) 


a=@ Qen (2) 8(z) 
besteht, d.h. der Kettenbruch S(z) ist einfach konvergent. 
Damit sind alle Behauptungen des Satzes bewiesen. 


2. Beweis des Zusatzes. Es seien die Reihen (A) und (B) beide 
konvergent und lim |, | =o, also 








a=@ Qen-s (2) = Qn (Zz) r. 8 (z) ‘ait 





tim 2ee—(#) _ fin Pon (2) _ 1 (2) = [ie), 


das hei®t der Kettenbruch S(z) sei einfach konvergent, obgleich das zu- 
geordnete Momentenproblem unbestimmt ist. 

Es sei 4 eine beliebige reelle Zahl mit folgenden Eigenschaften: 
erstens mége s(4) von Null verschieden sein und zweitens mége der mit 


der transformierten Potenzreihe (2) = (= ;) korrespondierende Ketten- 


bruch §(z) existieren. Dann ist, so behaupten wir, S(z) divergent. 
P, (2) 


Bezeichnen wir die Naherungsbriiche von S(z) wieder mit 52)’ 
m2, 


so wird nach Formel (62) des § 4 
K,,(z) = K,(z+4), 
also auch 


Pyn (2) _ Pan(2 +4) 
(49) Quan (2) ~ Qen(z+A)’ 


+x” 


P,.(2)__ r(z+4) — [fuies i) 





z+u 


tim f(s) 7 (e412) ~ 


Nun ist aber die GréBe 4 so gewahlt, daB die meromorphe Funktion 
eh an der Stelle z = 0 keinen Pol besitzt, sondern regular ist. Mit- 
hin kann die Belegung dy(u—A) an der Stelle «0 keinen Konden- 
sationspunkt besitzen. Andererseits ist aber, da das der Potenzreihe % (4) 


zugeordnete Momentenproblem unbestimmt ist, die mit f (2) assozilerte 
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Form F(z) eine eigentlich definite Form, die Maximalbelegung d(w) 
von F(x) hat also an der Stelle «= 0 einen Kondensationspunkt und ist 
von der Belegung dy(u— A) verschieden. Da nun aber nach Satz XIX 
des §13 


+@ 


lim 2e*-1(2) = [42), 
n=@ Qen—, (2) = s+ 
mithin von 

+2 


lim Fee (s) _ (4¥(u=2) 
n=@ Qen (2) z+u 


verschieden ist, so kann S(z) nicht konvergent sein. 
Damit ist gezeigt, daB, wenn das der positiv definiten Potenzreihe 


RK (2) zugeordnete Momentenproblem unbestimmt ist, sich immer unend- 





lich viele transformierte Potenzreihen 3 (*) = § ( - . 7 
denen ein korrespondierender, nicht konvergenter Kettenbruch § (z) existiert. 


Ist umgekehrt x (+) eine positiv definife Potenzreihe und 1aBt sich 


eine transformierte Potenzreihe R (+) = § (=) derart finden, da8 ein 
mit ihr korrespondierender nicht konvergenter Kettenbruch S(z) existiert, 


) angeben lassen, zu 


so ist das der Potenzreihe % (2) zugeordnete Momentenproblem unbe- 


stimmt. Denn da S§(z) nicht konvergiert, so liefert er mindestens zwei 
voneinander verschiedene Belegungen, die Lésungen des der Potenzreihe 


RK (2) zugeordneten Momentenproblems sind. Dann ist aber auch das 


der urspriinglichen Potenzreihe % (+) = (+) zugeordnete Momenten- 
problem unbestimmt. Damit ist der Zusatz vollstindig bewiesen. 

3. Wir nennen S(z) einen Stieltjesschen Kettenbruch, wenn seine 
simtlichen Koeffizienten a, positiv sind (vgl. Abschnitt 2. der Einleitung). 
Fiir diesen Fall folgen die bekannten Stieltjesschen Konvergenzsitze’) des 
Abschnitts 3. der Einleitung leicht aus unsern Sitzen XXIII und XXV: 


Satz XXVI. (I) Jet, im Falle a,>0 fiir alle », die Reihe >'a, 

v=1 
divergent, so ist der Stieltjessche Kettenbruch S(z) einfach konvergent. ° 
(II) Ist >a konvergent, so ist der Keltenbruch S (2) divergent; hin- 


v=1 
gegen existieren die Grenzwerte: 
”) 1. c. Anm,*), Teil I, Stieltjes 8, S. 30-38 und 8. 61—65. Vgl. auch Perron, 
Lehrbuch, 8. 285—286, 8. 264—267 und 8S. 896—398. 
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(50) lim P,,-,(2)=r(z2), limQ,,_,(2)=<8(z), 
(51) lim P,,(2) =p(2), lim Q, ,, (2) =q(z), 


unter p(z) und q(z) ganze transzendente Funktionen verstanden. 


Beweis von (I). Wenn > % divergiert, so ist mindestens eine der 


v=1 


beiden Reihen pe oder  . @,, divergent. Py @z,4, ist aber die 


v=0 v=1 v=0 
Reihe (A) des Satzes XXV; mithin folgt aus ihrer Divergenz die Bestimmt- 
heit des Momentenproblems und damit die Konvergenz von S(z). 
Ist die Reihe (A) konvergent, aber >, Ga» divergent, so schlieBt man 


v=1 


in Verbindung mit der Voraussetzung a, > 0 


n 
(52) lim >’a.,= lim o, = co 


wegen (12) § 14. 

Jetzt sind zwei Fille méglich: Entweder die Reihe (B) ist divergent, 
dann folgt die Konvergenz von S(z) aus der Bestimmtheit des Momenten- 
problems; oder aber die Reihe (B) ist konvergent, dann ist S(z) nach 
Satz XXV wegen (52) konvergent. 


Beweis von (II). Konvergiert > a, so ist auBer der Reihe (A) 


v=1 


v=1 


auch die Reihe > a,, konvergent. Es existiert also ein endlicher Grenz- 
wert —_ 
lim o, =o 


und hieraus ergibt sich unmittelbar die Konvergenz der Reihe (B). Das 
Momentenproblem ist also unbestimmt; die Beziehungen (50) folgen da- 
her aus Satz XX, die Beziehungen (51) und die Divergenz von S(z) aus 
Satz XXIII. 


4. Wie in I, Abschnitt 5. der Einleitung (Teil 1) auseinandergesetzt 
wurde, sieht Stieltjes als Lésungen des Momentenproblems nur solche 
_ Belegungen dq(u) an, die fiir «<0 identisch verschwinden. Wir wollen 
dieses Stieltjessche Momentenproblem zum Unterschiede von demjenigen, 
welches hier in Kapitel II und III behandelt und allgemeiner fornuuliert ist, 
das Momentenproblem im engeren Sinne oder kurz das engere Momenten- 
problem nennen. 

Wir erinnern ferrer daran, daB das einer Potenzreihe §B (+) zugeord- 


nete Momentenproblem im engeren Sinne dann und nur dann lésbar ist, 
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wenn die aus ihren Koeffizienten gebildeten, in den Formeln (2) des 
§ 1 und (30) des § 2 definierten Determinanten C,, und B,, simtlich 


positiv sind. Dann und nur dann hat auBerdem der mit % (+) korre- 


spondierende Kettenbruch S$(z) nur positive Koeffizienten a,,,, und a,,, 
(vgl. Formel (45) und (47) des § 2). 

Es sei nunmehr eine Potenzreihe x (+) mit positiven Koeffizienten- 
determinanten C,, und B, vorgelegt. Unter welchen Bedingungen, so 
fragen wir, ist das zugeordnete Momentenproblem im engern Sinne be- 
stimmt, das zugeordnete Momentenproblem im weiteren Sinne aber un- 
bestimmt? Oder ausfiihrlicher formuliert: in welchem Falle hat das Mo- 
mentenproblem nur eine einzige Lésung, die fiir «<0 identisch ver- 
schwindet, aber unendlich viele andere Lésungen, bei denen Belegungs- 
masse auch auf der Achse der negativen reellen Zahlen verteilt ist? 

Nach einem Satze von Stieltjes ist das engere Momentenproblem 
dann und nur dann bestimmt, wenn der zugehérige korrespondierende 
Kettenbruch S(z) konvergiert oder, was nach Satz XXVI des vorigen 


Abschnitts damit gleichbedeutend ist, wenn die Reihe > a,, divergiert. 
m=1 
Andererseits ist nach Satz XXIV fiir die Bestimmtheit des allgemeinen 
Momentenproblems hinreichend und notwendig, da mindestens eine der 
beiden Reihen (A) und (B) divergiert. 
Sind jetzt die beiden Reihen (A) und (B) konvergent, und ist auBer- 
dem noch gleichzeitig lim o, = co, so ist das Momentenproblem im enge- 


ren Sinne bestimmt, obgleich das allgemeine Momentenproblem unbestimmt 
ist; denn aus lim o, =co folgt wegen a,,>0 die Divergenz der Reihe 


a= 


PY a,, und die Konvergenz des Kettenbruchs S(z). 
= Um diesen Fall naher zu untersuchen, stellen wir folgende Uberlegung 
an. Ist dwy(u) die Lésung im engeren Sinne des vorgelegten Momenten- 
problems, d. h. die einzige unter den unendlich vielen Lésungen, die fiir 
u <0 identisch verschwindet, und ist 4 eine beliebige reelle Zah] gréBer 
als Null, so ist die um 4 nach rechts verschobene Beleging d y(u — 4) 
eine Lésung des der transformierten Potenzreihe B(+) = (= ) zugeord- 


neten Momentenproblems, es wird also 
(53) fwdy(u -- A) =Z,, 


folglich besitzt auch das transformierte Momentenproblem wegen 4 > 0 
Lésungen im engeren Sinne. 
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J 
z 
auch im engeren Sinne nicht mehr bestimmt. Denn ist S(z) der mit % (2) 


Das der Potenzreihe B( ) zugeordnete Momentenproblem ist indessen 


korrespondierende Kettenbruch, so sind, da wegen (53) die aus den é, ge- 
bildeten Determinanten B, simtlich positiv sind*), auch die Koeffizienten 
a,,, von §(z) simtlich gréBer als Null. Nunmehr ergibt sich aus den Unter- 
suchungen von Stieltjes, daB die Maximalbelegung d#(u) von x (+) 
fiir u < 0 verschwindet, da im Stieltjesschen Falle die Nenner der Niahe- 
rungsbriiche ungerader Ordnung Q,,_,(— wu) nur reelle, nicht negative 
Nullstellen besitzen (vgl. I, Abschnitt 2. der Einleitung von Teil I). 
AuBerdem ist der Punkt «0 ein Kondensationspunkt der Maximal- 
belegung d@(u), da infolge der Unbestimmtheit des allgemeinen Momenten- 


problems die mit B (2) assoziierte Form F (2) eigentlich definit ist. Dann 
ist aber dw(u—A) sicher von der Maximalbelegung d(x) verschieden, 
denn dy(u — A) verschwindet fiir u = 0. 

Es existieren demnach mindestens zwei Lésungen im engeren Sinne 


d@(u) und dw(u—A) des der transformierten Potenzreihe x (+) zuge- 
ordneten Momentenproblems, dieses Momentenproblem ist also auch im 
engeren Sinne unbestimmt. 

5. Ist umgekehrt eine Potenzreihe £ (2) vorgelegt, zu der ein auch 


im engeren Sinne unbestimmtes Momentenproblem gehért, so laBt sich 
immer eine positive Zahl 4 so bestimmen, da8 das der transformierten 


Potenzreihe % (+) = § (> ) zugeordnete Momentenproblem im engeren 


Sinne bestimmt wird (wahrend das der Potenreihe (2) zugeordnete allge- 
meinere Momentenproblem offenbar unbestimmt bleibt). Dieser Umstand 
war schon Stieltjes bekannt; er hat ihn auf Grund einer besonderen Eigen- 
schaft derjenigen Belegung dqy(u) bewiesen, gegen welche die durch For- 
mel (13) des §15 definierten Belegungen endlicher Ordnung d®,(u) kon- 
vergieren®). Wenn wir einige Siatze unserer Theorie des allgemeineren 
Momentenproblems zu Hilfe nehmen, gestaltet sich der fragliche Beweis 
besonders einfach. 

Es sei S(z) der mit der Potenzreihe 8 (+) korrespondierende Ketten- 
bruch mit nur positiven Koeffizienten a; da das engere Momentenproblem 


als unbestimmt vorausgesetzt wurde, also a a, konvergiert, so ist nach 
Satz XXVI Forme! (50) und (51) — 


*) Vgl. z. B. Perron, Lehrbuch, 8. 377—378. 
*) 1. c. Anm.*), Teil I, Stieltjes 8, S. 121-122; 9, S. 23 und S. 27. 
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im F(2) _ vl) _ (dou), 
Tim or. (2) ~ @(z) vig z+u 


lin Zee-s(#) _ #(2) -jee 


n=x Qen-1 (2) ins 8 (z) oF z+u ; 

















auBerdem ist 


(54) r(z)q(2)—s(2)p(e)=1, 
wie man leicht aus Formel (14) des §15 in Verbindung mit (50) und 
(51) schlieBt. 

Da s(z) fiir ¢=0 verschwindet, so folgt aus (54), daB q(z) fir 
z= 0 von Null verschieden ist, g(—z) hat also nur positive reelle Null- 
stellen. Sei z = 4, diejenige Nullstelle von g(—z), die dem Punktez=0 
am niachsten gelegen ist, dann istdg(u)—0O fiir u <4,, also dy(u-+-d,) 
= 0 fir w< 0. 


Ist jetzt z (+) = (=;); so wird 


Judg(uts)=2, 
folglich sind die aus den é, gebildeten Determinanten B,, > 0 und der mit 
der Potenzreihe % (2) korrespondierende Kettenbruch S(z) existiert und 


hat gleichfalls nur positive Koeffizienten @,. Andererseits wird mit Riick- 
sicht auf (49) 


lim Fe (2) _. jim Pen(2—40) _ (2-4) ~ f seco) 











a=2 Qe n(z) n=0© Qan (2 — 49) < gy (z — Ay) at z+u 


Die Zahl 4, war nun aber so gewahit worden, daB g(z—A,) fir z=—0 
verschwindet, der Punkt «= 0 ist also ein Kondensationspunkt der Be- 
legung dg(u-+4,). Dann folgt aber aus Hilfssatz 2 des §11, wenn 1,” 
die Wurzel vom absolut kleinsten Betrage der Gleichung Q,,(—z) = 0 
bedeutet, 3 

lim 14) = 0, 


und hieraus wiederum nach Hilfssatz 4 des § 15, daB die Belegung dy (u-+-A,) 


gleich der Maximalbelegung d (wu) von 8 (2) ist. Da aber andererseits 
auch 


lim Pras (z) Fe 
n=@ Qen-s (2) t+ 


ist, so konvergiert S(z) gleichmaBig in jedem abgeschlossenen Bereich 
der z-Ebene, der kein Stiick der Achse der positiven reellen Zahlen ent- 
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halt und folglich ist nach den Stieltjesschen Saitzen das der Potenzreihe 


¥ (2) zugeordnete Momentenproblem im engeren Sinne bestimmt. 

6. Wir formulieren jetzt die notwendigen und hinreichenden Be- 
dingungen fiir die einfache Konvergenz des mit einer positiv definiten 
Potenzreihe x (+) assoziierten Kettenbruchs K (z). 


Satz XXVII: He sei K(z) ein Kettenbruch der Gestalt 


Seine Koeffizienten 1, seien sdmtlich beliebige reelle Zahlen, seine Koeffi- 
zienten k, negative reelle Zahlen mit Ausnahme des Koeffizienten k,, 
der positiv angenommen werde. 


Man betrachte wieder die beiden Reihen 


7 V7(0 “1 0710 
@ S=”, @w » ), 
v=0 Y v=0 y 





4 


die fiir den Fall, daB der korrespondierende Kettenbruch existiert, durch 
die einfacher gebildeten Reihen 


(A) > Mrs, (B) D> Girii8 
7=0 v=0 


ersetzt werden kénnen. 

Endlich verstehe man unter n’ alle Indizes, zu denen Koeffizienten- 
determinanten By + 0 (vgl. Formel (30) § 2) gehéren, so daB auch alle 
Zahlen o, (vgl. Formel (11) und (12) § 14) einen wohlbestimmten end- 
lichen Wert haben. 


Dann konvergiert der Kettenbruch K (z) gleichmafBig in jedem Bereich 
der z-Ebene vom Typus 2, wenn 
erstens mindestens eine der beiden Rethen (A) oder (B) divergiert ; 
oder 
zweitens fiir den Fall, daB beide Reihen (A) und (B) konvergieren und 
(a) héchstens endlich viele Determinanten B,, verschwinden, 
dann und nur dann, wenn entweder 


lim |o,"|==0co oder limo, =o, 


a =2 _ 2’ =e 


woo einen reellen endlichen Grenzwert bedeutet; 
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(8) wenn unendlich viele Determinanten B,, verschwinden, 
dann und nur dann, wenn 


lim | oy | = 00 
ist. ot 
Konvergiert endlich der Kettenbruch K(z) in einem beliebigen reellen 
oder komplexen Punkte z= 2z,, 80 konvergiert er gleichmafig in jedem 
Gebiete der z-Ebene vom Typus 2. 
Beweis. Aus Satz I und II des § 1 folgt, da8 unter den Voraus- 


setzungen des Satzes XXVII eine positiv definite Potenzreihe (+) exi- 
stiert, die mit K(z) assoziiert ist. 

Erstens: Ist mindestens eine der beiden Reihen (A) und (B) diver- 
gent, so ist nach Satz XXIV das Momentenproblem, das der mit K(z) 


assoziierten Potenzreihe (2) zugeordnet ist, bestimmt, und daher ist nach 


Satz XIV des § 9 der Kettenbruch K(z) sogar vollstandig konvergent, 
also um so mehr einfach konvergent. 


Zweitens: Konvergieren beide Reihen (A) und (B), so ist das Mo- 
mentenproblem unbestimmt. 


Man setze fiir den Fall, da8 B, und damit auch V,-(0) von Null 
verschieden ist, nach Formel (38) des § 2 


(55) Ky (2) =o. 

(a): Sind nur fiir endlich viele Werte des Index n die Koeffizienten- 
determinanten B,—0, so gehéren, wenn N hinreichend gro8 gewahit 
wird, alle Indizes n> N zur Menge der Indizes n’. 

Nach Satz XXIII ergibt sich daher im Falle (a), daB der Grenzwert 


lim K,,(2) = lim K,,(z) 


dann und nur dann gleichmaSig in jedem Bereich der z-Ebene vom 
Typus 2 existiert, wenn entweder limo, =o oder lim | dy’| =O ist. 
(8): Es bezeichne n” alle Indizes, fiir die B,» = Vy» (0)—0 ist. 
Dann ist nach Formel (29) des § 2 
, * Pane +1 (2) 
Ky (z) "x Qon’41 (2) 
Enthalt nun die Menge der Indizes n” unendlich viele Elemente, so 
ist nach Satz XX 





lim Ky" (2) = 71), 


eae (3) 
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Der Kettenbruch K(z) ist also im Falle (8) dann und nur dann 
einfach konvergent, wenn gleichfalls 


lim Ky (z) = 2 


a’n0 8(z) 


ist. Diese Beziehung besteht aber nach Satz XXIII wegen (55) dann 
und nur dann, wenn 





lim | 64° | = co 
a’'=@ 
ist. 

Die letzte Behauptung unseres Satzes, daB der Kettenbruch K (z) 
sicher dann in jedem Bereich der z-Ebene vom Typus 2 gleichmaBig 
konvergiert, wenn er fiir einen reellen oder komplexen Punkt z =z, kon- 
vergiert, folgt unmittelbar aus einer entsprechenden se aes des 

( “ 
Pan, (*) 


Satzes XXIII, die sich auf beliebige Folgen von Naherungsbriichen ~ 0,. 
bezieht. an, (2 


Damit sind alle Behauptungen des Satzes XXVI bewiesen. 


7. Wir wollen an dieser Stelle noch eine kurze Betrachtung iiber 
einen Kettenbruch einfiigen, der unseres Wissens bisher noch nicht be- 
merkt worden ist. Dieser Kettenbruch soll fiir das allgemeine Momenten- 
problem dasselbe leisten wie der Stieltjessche Kettenbruch mit lauter po- 
sitiven Koeffizienten a, fiir das Momentenproblem im engeren Sinne, d. h. 
unter anderm dann und nur dann einfach konvergent sein, wenn das zu- 
gehérige Momentenproblem bestimmt ist. 


Wir suchen nimlich der positiv definiten Potenzreihe % (2) einen 
Kettenbruch J(z) zuzuordnen, dessen Naherungsbriiche 2n-ter Ordnung 


P 
= ha und dessen Naherungsbriiche 2 +-1-ter Ordnung = an¢1(*) 
H,,1(2) Qon+s (*) 
sind. 
Man iiberzeugt sich durch leichte Rechnung, die wir hier, um abzu- 
kiirzen, wohl fortlassen diirfen, daB die folgenden Rekursionsformeln be- 
stehen: 





G,(z)=0, H,(z)=1 

P,(z)=1, Q,(z) = %2 
G41(2) = — B,2 Py, (2) + — 7,2) @, (2) 
H,.,(2) = — 6,29 ,- or eee 


Py a+1(8)= 75 G41 (2) + 7— ae f 80- 1 (2) 








Qs n+: (2) = = z aeons’ Ge n- 1 (2). 
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Hierbei ist zur Abkiirzung 


1 
~~ S “Fe bo =9, %=0 


V(0) U3 (0) 
(56) G, = Anti = a.” $, = = Oy n+ = 





U, (0) V, ( 
= 054419, = £ Ve a, B, = 2 OP) 





gesetzt. Der verlangte Kettenbruch hat mithin die Gestalt 








1 1 
\ _ 1-72 4.1—n8i ae 4+ (=a 
(57) J (2) =; oe am ed 2 +r=z t:- 
|T=72 oe 


Es laBt sich daher jeder positiv definiten Potenzreihe (+) ein 
Kettenbruch J(z) mit reellen nicht negativen Koeffizienten a, und f, ein- 
deutig zuordnen, indem man zunichst den mit x (2) assoziierten Ketten- 
bruch K(z) konstruiert und dann die Koeffizienten a,, 8,,y, aus den 
Formeln (56) berechnet. 

Ist umgekehrt ein Kettenbruch J(z) der Form (57) vorgelegt, dessen 
Koeffizienten a, simtlich positiv, 8, positiv oder Null, y, = + Va,, sind, 
so la8t sich mit Riicksicht auf (56) dem Kettenbruch J(z) ein Ketten- 
bruch S(z) der Form (49) des § 2 zuordnen, indem man 


Gant = Op, Oaq = = — = 
setzt, falls 
V,, (0) V1 (0) 
(58) 8, = 74 Gu-1 — Yn-1%, = “—*——- + 0 


<a 


ist. Die mit S(z) korrespondierende Potenzreihe x (+) werde auch dem 


Kettenbruch J (z) zugeordnet, und so ist fiir diesen Fall eine eineindeutige 
Beziehung zwischen Kettenbruch und Potenzreihe hergestellt. 
Dem Kettenbruch J(z) laBt sich ferner ein Kettenbruch K(z) und 


damit auch die mit K(z) assoziierte positiv definite Potenzreihe % (*) 
zuordnen, wenn folgende allgemeineren Bedingungen erfiillt sind: 

(a) «, = 9, b,=9, Ta + Vu, B, 
(6) Ist «+0, Gy-1+0, 


so sei auch 


fiir alle n. 


0, = Yn &n-1 — Yn-1 &,, + 0. 
(c) Ist «, = 0, so sei 


¥,= 9, 6, + 0, Gn-1 + 0, Gn+1 * 0. 


Mathematische Annalen. 82. ll 
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Den zugehérigen Kettenbruch K(z) liefern die Formeln 
1 














f « « 
==" = fiir ¢,-1+ 0, Ga-2 +0 
dn—1 
1 
k= a fiir «c,.,; = 0 
" Wy Pas wi 
1 
om — fiir Un —2 == () 
&_—1P,_9 * 
—.. 
t, ve 1 &o 
Fen Gon.” Gen Fon a 
Cea) — oa 2a Se G, +0, Gp1*0, Gao +0 
n’n—1 
Tq %n~9 ~” %n To ‘ 
— = : te fiir G0, Gpi1=0, Gao +0 
K_ yo Bay 
i= «, ‘ 
a ~o fiir =O, Up-i 0, Cy-2 = 0 
n-—t 
« . 
> fiir «, + 0, l,-1 = 0, Ung = 0 
n 
0 fir «,= 9, Cat+0, Gy-e= 0. 





Man verifiziert diese Formeln, indem man aus den in (56) und (58) 
definierten Koeffizienten «,, f,, 7, und 4, die GréBen U,(0), V,,(0) und 
A, berechnet; dann erhilt man &, und /, aus den Formeln’®) 

ba — Sez 1 = Un(0) Va—e(0)— Va (0) Un—o(0) 

’ n aeons m 
Da durch die Gleichungen (56) und (58) die GréBen U,(0), V,,(0) und 4, 
eindeutig bestimmt sind, so folgt, daB man aus zwei voneinander ver- 
schiedenen Kettenbriichen K(z) nicht denselben Kettenbruch J(z) der 


Gestalt (57) ableiten kann. K(z) und J(z) und damit auch z( ) sind 


1 
z 








— 
= 
| 

” 


mithin in eineindeutiger Weise einander zugeordnet. 

Die wichtigsten Eigenschaften derjenigen Kettenbriiche J(z), welchen 
eine positiv definite Potenzreihe — ( t) zugeordnet werden kann, lassen sich 
in folgendem Satz zusammenstellen. 

Satz XXVIII. Jst J(z) ein Kettenbruch der Gestalt (57), dessen 
Koeffizienten «,, 6, und y, den oben angegebenen Bedingungen (a), (6) 
und (¢) gentigen, das heiBt, dem sich eine positiv definite Potenzreihe 


**) Man gewinnt diese Formeln fiir k, und 1,, indem man die Rekursionsfor- 
meln (4) des § 1 nach k, und |, auflést, nachdem man dort z= 0 gesetzt hat. 
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B(+) 2uordnen laft, s0 konvergiert er gleichmapig in jedem Bereiche 
der z-Ebene vom Typus 2, wenn mindestens eine der beiden Reihen 
> &,, DB, divergiert. 
n=0 n=1 

Sind diese Reihen beide konvergent, 80 existieren (unter Beibehaliung 
der Bezeichnungen fiir die Ndaherungsbriiche von J(z)), in jedem ganz 
im Endlichen gelegenen Bereiche der z-Hbene die Grenzwerte 
lim G,,(z) = g(z), lim H(z) = h(2), 


(59) 
lim Peg-i(z)=r(z), limQea-1(z) = 8(z), 
n-= n==x 


und es ist ferner 


(60) r(z)h(z) — 8(z)g(z)=1, 


d.h. die Folge der Ndherungsbriiche gerader Ordnung ist konvergent 
und desgleichen die Folge der Naherungsbriiche ungerader Ordnung, aber 
beide Folgen konvergieren gegen voneinander verschiedene Funktionen, 
der Kettenbruch J(z) ist also divergent. 

Endlich ist das der Potenzreihe ®(+) zugeordnete Momentenproblem 
bestimmt oder unbestimmt, je nachdem der Kettenbruch J(z) konvergiert 
oder divergiert. 

Beweis. Da nach Formel (56), wenn man in der oben beschriebenen 
Weise den dem Kettenbruch J(z) zugeordneten Kettenbruch K(z) kon- 
struiert, 

V,, (0) U;, (0) 
yee ie Leer * 








ist, so folgt aus Satz XXIV, daB das Momentenproblem, das der mit K (z) 


assoziierten positiv definiten Potenzreihe % (+) zugeordnet ist, dann und 
nur dann bestimmt ist, wenn mindestens eine der beiden Reihen 


eh > Br divergiert. 
n=0 n=0 
Da in diesem Falle nach Satz XIV des § 9 der Kettenbruch K(z) 


volistindig konvergent ist, so bestehen in jedem Bereich der z-Ebene vom 
Typus 92 die Beziehungen (vgl. Formel (3) und (5) des § 14) 








° Pen—1 (2) . ( " V,, (0) )=- Ps G, (z) 
om) in gy ees — ey 





‘ U,(0 
= Be ~p28h) = 10 


11* 
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. - . G, (z) P3_—1 (2) ° ” = 
Nun sind aber die Quotienten Hes) bzw. a, (2) die Naherungsbriiche 


der Ordnung 2n — 2 bzw. 2n—1 von J(z). Aus (61) folgt also die 
einfache Konvergenz von J (z). 


Sind andererseits die Reihen po a, Py B, beide konvergent, so ist 


n=0 n=0 
das Momentenproblem unbestimmt und die behaupteten Beziehungen (59) 
und (60) folgen aus den Saétzen XX und XXI. Da auBerdem wegen (60) 


lim On (2) — 92) Pan-i1() _ r(z) 


ana a(t) B(z) * gre Oana) 8(2) 
ist, so kann der Kettenbruch J (z) nicht einfach konvergent sein. W. z. b. w. 
Man kann endlich noch den Kettenbruch J(z) in einen mit ihin 


iiquivalenten Kettenbruch J *(z) von einfacherer Form transformieren"’). 
Man setze 











J*(z)= at 4 Une mS) tot terete ies 


| &z | —B,« | a, 2 — p,z 
G41 (2) b Pens (2) 
Hy, 1 (2) , Qanes (2) 


2n-+-1-ter Ordnung von J*(z und setzt man voriibergehend 
g g 


1, (2) = JJ a —y,2), 


Sind die Niaherungsbriiche 2n-ter bzw. 


so ergibé sich 
Gas1(Z) = My-1(2)@nsi(2), Bayi (2) = Ma-1(2) Any (2). 
Pings (2)=T,(2)Pongs(2)s Qinsa(2) =TT, (2) Qa nos (2): 
41) Vgl. Perron, Lehrbuch, S. 194—197. 
Nachtrag bei der Korrektur. 


Durch eine freundliche Mitteilung von Herrn Perron werde ich nach dem Er- 
scheinen des ersten Teiles der vorliegenden Arbeit auf eine Abhandlung von Herrn 
van Vleck aufmerksam gemacht, die mir bisher leider entgangen war: On an exten- 
sion of the 1894 memoir of Stieltjes. Transactions of the Americ. Math. Soc. 4 
(1903), S. 297-332. — Diese Arbeit behandelt gleichfalls den Kettenbruch S(z) un- 
seres Satzes XXV, enthalt aber nur einige spezielle Resultate iiber die Konvergenz 
dieses Kettenbruches; fiir unsere allgemeine Problemstellung bieten die dort benutzten 
Methboden keinerlei Anhaltspunkte. Ubrigens wird dort (S. 299) die Vermutung aus- 
gesprochen, da8 es wohl nicht méglich ware, fiir den allgemeinen Fall notwendige 
und hinreichende Konvergenzbedingungen anzugeben, eine Vermutung, die durch den 
Satz XXV der vorliegenden Arbeit widerlegt sein diirfte. 


(Eingegangen am 4. 3. 1920.) 


Theodor Reye. 


Von 


Friedrich Schur in Breslau. 


Am 2. Juli 1919 ist Theodor Reye im Alter von 81 Jahren in Wiirz- 
burg gestorben, wo er wenige Monate zuvor eine Zuflucht gefunden hatte, 
als er nach der Besetzung StraBburgs durch die Franzosen dieses hatte 
verlassen miissen. 

Reye wurde am 20. Juni 1838 in Cuxhaven geboren. Er studierte 
1856—59 an der Polytechnischen Schule in Hannover und 185{)—60 am 
Eidgenéssischen Polytechnikum in Ziirich Maschinenbau und Mathematik, 
sodann 1860-—-61 in Géttingen Mathematik und Physik. Hier wurde er 
1861 auf Grund einer Inauguraldissertation ,,Warmetheorie und das 
Spannungsgesetz der Gase‘‘ zum Doktor promoviert. Nachdem er 1'/, Jahre 
als Privatlehrer in Hannover tatig gewesen war, habilitierte er sich 1863 
als Privatdozent am Polytechnikum in Ziirich, wurde daselbst 1864 als 
Hilfslehrer fiir darstellende Geometrie angestellt und hat dort als einer 
der ersten an einer deutschen Hochschule Vorlesungen iiber projektive 
Geometrie gelesen, deren Abhaltung ihm leider entzogen wurde, als 
Wilhelm Fiedler die Professur fiir darstellende Geometrie iibernahm. Reye, 
dessen erste wissenschaftliche Arbeiten der Meteorologie gewidmet waren 
— hat er doch ein Buch ,,Wirbelstiirme, Tornados und Wettersaulen 1872, 
2. Aufl. 1880“ dariiber verfaBt —, ist fiir die projektive Geometrie offen- 
bar gewonnen worden durch Culmann, den Schépfer der graphischen Statik, 
der zum Aufbau dieser neuen Wissenschaft der projektiven Geometrie zu 
bediirfen glaubte und sich auf die sehr knapp und abstrakt geschriebene 
Jeometrie der Lage v. Staudts stiitzen muBte. In Ziirich hat Reye da- 
her diese Vorlesungen auch unter dem Titel ,,Geometrie der Lage, 1. Bd. 
1866 und 2. Bd. 1868“ herausgegeben; auf dieses sein Lehrbuch werden 
wir noch naher einzugehen haben. Er folgte im Herbste 1870 einem 
Rufe als Professor der darstellenden Geometrie und graphischen Statik 


an das neu geschaffene Polytechnikum in Aachen, das er aber schon am 
* Mathematische Annalen. 82. 12 
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1. Mai 1872 wieder verlieB, um einen Lehrstuhl der Mathematik an der 
wieder deutsch gewordenen Universitat StraBburg zu iibernehmen; dort 
trat er 1908 in den Ruhestand. 

Wenn wir Reyes Arbeit fiir die Wissenschaft zusammenfassen wollen, 
so kénnen wir das nicht besser tun, als wenn wir auf seine Geometrie 
der Lage verweisen, und zwar am besten auf die erste Auflage, besonders 
auf den 2. Band. Was die Geometrie Reye an neuen Resultaten verdankt, 
ist im wesentlichen schon hier niedergelegt, und die Reize seiner Behand- 
lung des Gegenstandes kommen hier am starksten zum Ausdruck. Mégen 
auch in den folgenden Auflagen — die fiinfte begann im Jahre 1909 zu 
erscheinen — viele interessante Einzelheiten und Verbesserungen hinzu- 
gekommen sein, mégen auch Reyes Aufsitze besonders in diesen Annalen 
und im Journal fiir reine und angewandte Mathematik unsere Wissen- 
schaft sehr geférdert haben, so reichen sie doch nicht an die Wirkung 
jener ersten Auflage der Geometrie der Lage heran. Ja, man kann sagen, 
da8 in die spateren Auflagen so viel aufgenommen wurde, daB besonders 
der asthetische GenuB, den jene erste Auflage bot, beeintrachtigt wurde. 
Es entsprach nicht der Natur Reyes, gréBere Probleme bis auf den Grund 
zu verfolgen, aber er hat es in meisterhafter Weise verstanden, einen 
Zweig der Geometrie aus einem Gedanken, einer geometrischen Erzeugung 
heraus so plastisch zur Entwicklung und Darstellung zu bringen, daB das 
Wesentliche dem Leser deutlich zum Verstandnisse kam. Ich méchte hier 
besonders hinweisen auf seine Theorie der Flachen 2. Ordnung sowie der 
Raumkurven und der Flachen 3. Ordnung. Aber Reye brachte hier viel- 
fach auch ganz neue Beweismethoden und bewies manche Satze zum 
ersten Male vollstandig. So z. B. war er der erste, der das Sekanten- 
system einer Raumkurve 3. Ordnung vollstandig untersuchte, vor allem 
den hier nétigen Beweis der Identitét des Erzeugnisses zweier kollinearen 
Strahlenbiindel mit demjenigen von drei projektiven Ebenenbiischeln 
fiihrte, und dieselbe Methode fiihrte ihn auf den nach ihm benannten 
Strahlenkomplex 2. Grades, d. h. den Ort der Schnittlinien entsprechender 
Ebenen zweier kollinearer Riume. Dieser Strahlenkomplex, auch tetra- 
edraler genannt, hat spater in den verschiedensten Untersuchungen eine 
wichtige Rolle gespielt. Mit seiner Hilfe gelang es Reye, besonders die 
Theorie der Flachenbiischel 2. Grades in einfacher Weise darzustellen. Als 
Verdienst Reyes miissen wir auch hervorheben, daB er die projektive Er- 
zeugung geometrischer Grundgebilde durch die einfachsten Grundgebilde 
als einer der ersten systematisch verfolgte. So gliickte es Reye z. B., die 
Strahlensysteme zweiter Ordnung und erster bis siebenter Klasse, deren 
Existenz zuerst E. E. Kummer auf analytischem Wege nachgewiesen hatte, 
bis auf eines aus einer einheitlichen geometrischen Erzeugung heraus ab- 
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zuleiten. Im iibrigen kénnen wir auf die zahlreichen Artikel, die Reye 
in verschiedenen Zeitschriften bis an sein Lebensende veréffentlicht hat, 
hier nicht eingehen und wollen nur erwahnen, da8 schon im ersten Bande 
dieser Annalen Untersuchungen Reyes iiber die projektive Erzeugung der 
allgemeinen Flachen 3., 4. und beliebiger Ordnung erschienen. Das ist 
freilich mehr als 50 Jahre her, und die Interessen der Mathematiker 
haben sich inzwischen ganz anderen Dingen zugewandt, aber Reyes Geo- 
metrie der Lage zu studieren wird auch jetzt noch fiir den angehenden 
Mathematiker ein GenuB sein. 


(Eingegangen am 138. 8. 1920.) 








Cher eine Erweiterung des Stieltjesschen Momenten- 
problems. 
Von 
Hans Hamburger in Berlin. 


Teil IIL’). 


g(z)4+rr(z) 

h(z)+1r8(z)° 

§ 19. Ein weiteres Kriterium fiir die Bestimmtheit des Momenten- 
problems. 


§ 18. Die meromorphe Funktion 


Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Bestimmt- 
heit des Momentenproblems (vgl. Definition VII, §5, Teil I), die sich aus 
Satz XVIII des §10, Teil I, und Satz XXIV des § 16, Teil II, ergeben, 
betreffen die Divergenz von Reihen, welche beim Studium des Ketten- 
bruchs K(z) auftreten, der mit der vorgelegten positiv definiten Potenz- 


reihe  ( *) (vgl. Definition 1, § 1) assoziiert ist. In aiesem Teile, dem 


SchluBteil unserer Untersuchung, werden notwendige und hinreichende Be- 
dingungen fir die Bestimmtheit des Momentenproblems aufgesucht, die sich 


unmittelbar auf die mit % () assoziierte formale quadratische Form F(z) 


(vgl. Definition II, § 3) beziehen und nicht erst auf die zugehérigen Ketten- 
briiche K(z) und S(z) zuriickgreifen. 


Mithin ist das Ziel der vorliegenden Betrachtungen der Beweis des 
Satzes, der im Abschnitt 9 der Einleitun¢ angegeben ist: 


*) Vgl. Teil I, $§ 1—13, und Tei’ ‘| 35 14—17, iiber denselben Gegenstand; 
Math. Annalen 81 (1920), S. 235-319 und 82 (1920), S. 120—164. 

Die Bekanntschaft des Lesers mit diesen beiden Teilen ist im folgenden vor- 
ausgesetzt. 
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Das einer positiv definiten quadratischen Form F(x) = a Cr 4-0 By Be 
+,*=0 
zugeordnete Momentenproblem (vgl. Definition VII" des § 5) ist dann 
und nur dann bestimmi, wenn mindestens eine der beiden Formen 


x x 
7 (2) >” 
F(x) = >) G42 %etns F (2) = Cr-xnze DB, Ly 


«,x=0 ‘,*=0 
uneigentlich definit ist (vgl. Definition III des § 3). 
Um den Beweis dieses Satzes vorzubereiten, sollen im folgenden Para- 
graphen diejenigen Lésungen des Momentenproblems untersucht werden, zu 


welchen im Falle der Unbestimmtheit die meromorphe Funktion ; mee eets 

h(z)+18(z) 
fiihrt. Hierbei bezeichnet +t einen reellen Parameter, r(z), 8(z) bzw. 
g(z), h(z) die ganzen transzendenten Funktionen, gegen die nach XX 
bzw. XXI des § 16 die Folge der Polynome P,,-;(2), Qen-1(z) (vgl. 
Formel (27) des § 2) bzw. G@,(z), H,(z) (vgl. Formel (4) Ae § 14) 
konvergiert. 


§ 18. 


Die meromorphe Funktion 2{2)+*7 (2) 


h(z)++28(z)° 








1. Satz XXIX. He sei B (+) eine positiv definite Potenzrethe, der 
ein unbestimmtes Momentenproblem zugeordnet sein médge. Dann fiihrt 
der mit der Potenzrethe % (*) assoziierte Kettenbruch K(z) auf die in 
Satz XX und XXI des § 16 definierten ganzen transzendenten Funk- 
tionen r(z), 8(z), g(z) und h(z). 


Bildet man, unter t einen reellen Parameter verstanden, die mero- 
morphe Funktion 
g(z)+tr(z) 
h(z)+r8(z)’ 
dann hat diese Funktion nur reelle Pole mit positiven Residuen, so daB 
thre Partialbruchzerlegung sich in der Form 


m(z;t) = 


y +@ 


: N, (t) dy (u;r) 
m(23t) = 2, mtd (t) =f z+u 





—-@ 


schreiben laft. 

Auferdem ist fiir jeden festen reellen Wert von t die Belegung d p(u;t) 
eine Lésung des der Potenzreihe (4) zugeordneten Momentenproblems 
und dy(u-+A,(t);1t) ist die Mazximalbelegung der transformierten Po- 
tenareihe B(=)=B(—zz5) (vgl. Definition XII des § 10, Teit I). 
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Sind endlich z=w, die Nullstellen der Funktion s(-z), 80 
wachst 1,(t) monoton von w, bis w,,,, wenn t von + co bis —co ab- 
nemmt. 

Beweis. Da das vorgelegte Momentenproblem nach Voraussetzung 
unbestimmt ist, so ist nach Satz XX und XXI des § 16 bei festem reellen r 
gleichmaBig in jedem abgeschlossenen Bereiche der z-Ebene, der keine 
Nullstelle der ganzen transzendenten Funktion h(z)-+ 1s8(z) enthilt, 


G, (2) +1 Pyn—, (2) 
(8) SR) tees 


Nun ist aber nach Formel (27) des § 2 und Formel (4) des § 14 


-o) — 92) + tr (2) 
m(2z;t)= h(s)+00(3)" 





Ga(2) ++ Pyns (2) 
M, (8; = H, (2) + tQan—s (2) 
— {as (0) —Uns(0)] Das) —[1¥a(0)—Ua(0) 
~— [e¥,-1(0) —O,_, (0)] Va(z) —[8V, OL 1, (0) 
= K,(2;t,(r)), 











al a (2) 
| Vn—s (2) 


wenn 





= tV,(0)—U,(0) 
t,(t) a tV,_, (0) —U,_, (0) 
gesetzt wird. 


Vermittels der Belegung endlicher Ordnung d®,(u;t,(r)) der vorge- 
legten Potenzreihe B ( t) laBt sich die Funktion M , (z; 1) wegen Formel (84) 
des § 6 als Stieltjessches Integral darstellen: 


+@ 


M,, (2; 7) = [Peles ts), 


Nach Satz XI des § 7 kann man aus der Folge von Belegungen 
d®,(u;t,(t)) bei festem + eine ey im Sinne der Definition X 
konvergente Teilfolge von Belegungen d®, (w;t, (t)) auswahlen. Folg- 
lich ist in Verbindung mit Formel (1) <i Satz XII’ des § 7 gleich- 
maBig in jedem Bereich der z-Ebene vom Typus Q: 

(do (ust) 
. ‘ ust 
(2) lim M, (25) — lim M,, (23 7) =m (25x) = [EO?, 


wenn man den Grenzwert der konvergenten Teilfolge von Belegungen 
(3) lim d®,, (u; t,,(*)) = dy (u; 1) 


setzt, und auBerdem ist nach Satz XIII des §8 die Belegung dy(u;r) 


bei festem + eine Lésung des der Potenzreihe (2) zugeordneten Mo- 
mentenproblems. 
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Andererseits ist wegen (1) m(z;r) eine meromorphe Funktion von z 
die Belegungsfunktion g(u;t) = fao(v; t) kann also nur isolierte Wachs- 


tumstellen haben, und das Stieltjessche Integral (2) laBt sich in Form 
einer Summe schreiben: 

+@ ane N (2) 

wo) | ee (ust) fhe. bly 

(4) m(z;r)={ z+ =. st) 


-2@ ’=-@ 





wobei die N,(t) positive und die i4,(r) reelle Zahlen bedeuten. 
2. Um zu zeigen, daB dg(u-+4A,(r);1) die Maximalbelegung dy(u) 


. . = (1 1 . : 
der eee eae oe B (+) = 8(—5) ist, suchen wir zu- 
nachst die mit B(<) korrespondierende Folge von Naherungsbriichen un- 
Pyn-s (2) 


gerader Ordnung = - gu konstruieren. 


gn—1 \% 

Aus Formel (27) des § 2 in Verbindung mit Formel (64) des § 4 
ergibt sich aber, wenn man, um abzukiirzen, 4, statt 4,(1) schreibt: 
Py [Se 0 A ee 

Qan—1 (2) = Gy Va (2) — Bu Vn—1 (2) = Gn Vaz — A) — Bu Vn-1(2 — 4), 
wobei die Konstanten a, und f, eindeutig durch die beiden Gleichungen 
(6) Pon—1(0) = 1, Q.n-1(0) =0 
bestimmt sind. Setzt man daher 
(7) cae = H,(—4,) Pon-i (2 — 44) — Qan-1(— 4) Ga(z — 4), 

Qe n-1 (z) _ H,(- 4, )Qen—1 (z - 4,) — Qen-1 (—4,) H,(z—4,), 

so sind diese Polynome mit Riicksicht auf Formel (27) des § 2 und 


Formel (4) des § 14 von der Gestalt (5) und geniigen den Gleichungen (6), 
da, wie beim Beweise des Satzes XXI Formel (41) in § 16 gezeigt wurde, 


H,(2) Pen—1(%) — Qen-1 (2) Gn (2) = 1 
Geht man in den Formeln (7) zur Grenze n=oo iiber, so erhilt 


man nach Satz XIX des § 11 in Verbindung mit Satz XX und XXI des 
§ 16 und den Formeln (1) und (2) dieses Paragraphen 


lim 222-1(2) = (4%) - : 


n=e Qen-; (z) a 


ist. 





h(—4) 


= (2- 2: Hoag) _ fires) _ Pieler aay 








z+u 4 
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mithin 
/ ‘ : h(—dy(t)) 
Da nun die Punkte z = — 4,(r) als Pole der Funktion m(z;r) (vgl. 
Forme! (4)) der Gleichung 
(9) h(—4,(t)) + 1r8(—4,(1)) = 0 


geniigen miissen, so ist h(—de(t)). 


s(—dy(r))’ 


= — 
dies in (8) eingesetzt, ergibt 
dy(u)=dv(u+4,(r);t), 
d. h. dy(u-+4,(t); 1) ist, wie behauptet, die Maximalbelegung der trans- 
formierten Potenzreihe (1) =  ( ; ). 


z—dy(t) 


3. Aus Formel (41) des § 16 folgt: 
r(z)(h(z) + 1a(z)) — 8(z)(g(z) + cr(z)) =1. 


Die Funktionen h(z)-++#(z) und s(z) kénnen daher fiir einen endlichen 
Wert von rt keine gemeinsame Nullstelle haben. Sind daher u =, die 


Kondensationspunkte der Maximalbelegung dy (wu) von g(*), so sind die 
Punkte u =, von allen Punkten u = 4,(r), den Kondensationspunkten 
von d(u;t) verschieden. 

Andrerseits kann nach Hilfssatz 1 des § 11 in dem Intervall w,...@,4; 
héchstens ein Kondensationspunkt der Belegung endlicher Ordnung 
d®,,(u;t,,(t)) bei festem endlichen + gelegen sein. Dann enthilt aber 
nach Hilfssatz 2 des § 11 das Intervall w,...,,, wegen (3) auch héch- 
stens einen Kondensationspunkt der Belegung dqg(u;t). Durch denselben 
Schlu8 iiberzeugt man sich, da zwischen zwei Kondensationspunkten 
u =4,_,(t) und w=4A,(r) der Belegung dqy(u;r) nur ein Kondensations- 
punkt u =, der Belegung dy(w) und auch nur ein Kondensationspunkt 
der Belegung d p(w; tr’) gelegen sein kann, wenn dgy(u;1t) + dq(u;r’) ist. 

Es ist nun aber immer dy(u;t,)+-dg(u;t,), wenn t von t, ver- 
schieden ist, da ja dann wegen Formel (41) des § 16 m(z; 1.) + m/(z; 1, ) ist. 

Es werde nunmehr mit 4,(r) diejenige Wurzel der Gleichung (9) be- 
zeichnet, die zwischen w, und o,,, gelegen ist. Offenbar ist dann 4, (r) 
eine stetige Funktion von tr (sogar der Zweig einer analytischen Funktion). 
Wir wollen zeigen, daB 4,(t) auch eine monotone Funktion von r ist. 

Sind 1, und rt, zwei verschiedene endliche reelle Werte des Parameters 
t, so kann 4,(t,) nicht gleich 4,(t,) sein. Denn selbst angenommen, es wire 
4,(t)) = 4,(t,), 90 ware trotzdem . 


dp(u+A,(t); %) + dp(u+ d4,(t,); 1), 
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da wegen m(z;1t,) + m(z;1,) auch dy(u; t,) + d(u;t,) ist. Anderer- 

seits sind, wie oben gezeigt wurde, die Belegungen dqe(u +- 4,(1,); t,)) 

bzw. dgp(u + 4,(t,);1,) Maximalbelegungen der Potenzreihen Cencs .) 
~ae 


= B (— aa) und es gabe demnach zwei verschiedene Maximalbele- 


gungen dg(u-+d,(t,);1,) und dg(u-+A,(t,); t,), die zur selben Potenz- 
reihe  ( ae) gehéren, im Widerspruch mit Satz XVI des § 10. 
i 0 
Es ist ferner, wie aus der Formel (1) fiir m(z;1) unmittelbar er- 
sichtlich ist, 


. ee aie aan 
EO: 2) Oe le 9) 5 

und damit auch 

(10) lim dy (u; t) = lim dy (u; t) = dy(u), 


t=+@e '=-@ 


d. h. fiir den Grenzfall t= + oo fallt der Punkt u=4,(r) mit einem der 
Kondensationspunkte u = w, der Maximalbelegung dy(u) zusammen. Da 
auBerdem, wie bereits gezeigt wurde, der Punkt u = 4,(r) fiir einen end- 
lichen Wert des Parameters t von allen Punkten u— w, verschieden ist, 
so nimmt, wenn t von — oo bis + co wichst, die stetige Funktion 4, (r ) 
jeden im Intervall w,,..., @,,: gelegenen Wert einmal und nur einmal 
an, d. h. sie ist eine monotone Funktion. Nun miissen aber die Funktionen 
4,(«) fiir alle Werte des Index » entweder gleichzeitig simtlich monoton 
zunehmen oder monoton abnehmen; denn andernfalls miiBte ein Index 9 
existieren, so da8 die Funktion 4,(t) monoton zunimmt und die Funktion 
4o+1(t) monoton abnimmt. Dann wire aber, wenn 1, > 1, ist, 
de (41) < do (ty) < Ao4s (ty) < dg 4s (ty); 

das Konstanzintervall 4, (1,) << w < 4,41(t,) der Belegungsfunktion gp (w; t, ) 
wiirde also in seinem Innern zwei Kondensationspunkte der Belegung 
dqy(u;t,) enthalten, was, wie bereits bewiesen, unmdglich ist. 

Um zu entscheiden, ob die Funktionen 4,(r) alle mit zunehmendem 1 


monoton wachsen oder monoton abnehmen, geniigt es demnach, die Funktion 
4,(t) oder auch die inverse Funktion 


t=1(A,) 


im Intervall 0 = w, < 4, < w, zu untersuchen. Aus (9) folgt die identische 
Beziehung 
fe: RS 
te) = 51) “at 
denn es ist nach Satz XXI in Verbindung mit Formel (42) des § 16 
h(0) = limH,, (0) = 1, 
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nach Satz XX des § 16 in Verbindung mit Formel (58) des § 3, Teil I 
n-1 
s’(0) = lim Q;,-1(0) = lim 3’ a,,-1 => 0. 
o=e N= ¥=0 
Da 4,(t) eine monotone stetige Funktion von 1 ist, so ist auch r(A,) eine 
monotone stetige Funktion von 4,, die alle Werte zwischen — co und + co 
einmal und nur einmal annimmt, wenn 4, von 0 = w, bis w, wachst. 
Andererseits ist offenbar 
lim t(4,) = + o0, 
Ag= +0 
die Funktion 1(4,) nimmt also ab, wenn 4, wichst, daraus folgt, da8 um- 
gekehrt die Funktionen 4,(t) fiir alle » von w,,,; bis w, monoton ab- 
nehmen, wenn t von — oo bis + co wiichst. 
Damit sind alle Behauptungen des Satzes XXIX bewiesen. 


4. Da, wie Satz XXIII aussagt, konvergente Folgen von korre- 
spondierenden Naherungsbriichen gerader Ordnung fiir den Fall des un- 
bestimmten Momentenproblems einem Grenzwert der Form g(s)+o~r(s) 

h(z)+o 8(z) 
zustreben, wobei o) einen beliebigen Haufungspunkt der Menge der 
Zahlen o, bedeutet, so gehéren alle Lésungen des Momentenproblems, die 
man vermittelst konvergenter Folgen von Naherungsbriichen gerader Ord- 
nung gewinnt, simtlich zu Belegungen der Klasse dg(u;r1). Aus (10) 
folgt ein gleiches fiir die Maximalbelegung dy(u), und man iiberzeugt 
sich leicht, daB jede konvergente Folge von Belegungen endlicher Ordnung 
d@®, (u;t), die im §6 untersucht worden sind, eine Belegung der Klasse 
dy(u;t) zum Grenzwert hat. Liegen die Zahlen o, im Intervall 
—co...-+ co iiberall dicht, so erschépfen die Belegungen dp (wu; o)) die 
Klasse der Belegungen dqy(u; 1); im allgemeinen ist dies aber offenbar 
nicht der Fall. 

Die Klasse der Belegungen dqy(u;r) erméglicht es, Belegungen 
anzugeben, die einen beliebig vorgegebenen Punkt u=—A4 zum Konden- 
sationspunkt haben. Offenbar ist dies wegen Formel (9) die Belegung 


dp (u; - =). Nach Satz XXIX gibt es auch, wie man leicht ein- 
sieht, keine andere Belegung dy*(u), bei der im Punkte «=A mehr 
=h=5)) 


~ #(=4) 





oder ebensoviel Masse konzentriert ist wie bei der Belegung dp (u; 
und die eine Lésung desselben Momentenproblems ist. 

Wir wollen jetzt die Belegungen dy(u; 1) dazu benutzen, auch stetige 
Belegungen des unbestimmten der Potenzreihe (+) zugeordneten Mvu- 
mentenproblems von der Gestalt 


dn(u)=2'(u)du 
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zu konstruieren. Es seien y{(t) und y,(t) zwei beliebige stetige reelle 
nicht negative Funktionen, die im Intervall — 1<1t<-+1 definiert sein 
mégen und es sei auBerdem 


| m(Ib—x2(1), 3 z(—-1)=4(-1), 
11 + 
OY) fer +e)de=n (1) +4 (I) — am (- D4 (- 1-1. 


Dem Punkte uw ordnen wir nunmehr den Wert 


(12) r(u) = — 28) 


s(— 


zu, dann hat die meromorphe Funktion 





._ A(—4)\ _ 8(—) g(z) —h(—u) r(z) 
m (2; ow) 7 seat eeee 
an der Stelle z= — wu, wenn u zwischen w, und w,,, gelegen ist, mit 


Riicksicht auf Formel (41) des § 16 einen Pol mit dem Residuum (vgl. 
auch Formel (4)) 





N, (t) = ———- hast Jenene ow Oe 
s(—u)h (—%) -h(—u) 8’ (—w) 
Man setze 
—N, (2) xf(7) EM du fir || <1, 
(13) na’ (u)du = (1 
; 1\4(2) x 
| N, (x) 24 (+) q, ¢u fiir |[rjjl. 
Nun ist aber wegen (12) 
_ dt ” 8’ (—w)h(—u)—W (—u)s(—u) _ Ste Oe 
du [s(—w)]* Ny (r)[8(—u)]°” 
()_ 
t/ s’(—u )A(—w)—B (—w)e(—6) , 1 








oe [h(—w)] Ne ()(a(—u)] 
Es ergibt sich also 








,( h(-4#) 

hh 

ED a tae MERI <1, 
(14) a'(u)du = (ies) 

i ~h(- 4) s |A(—)| 

Tew) du fiir la(ca) |S 


DaB 2x’(u) eine stetige Funktion von wu ist, la8t sich unmittelbar 
einsehen, wenn man auBer der Beziehung (11) beriicksichtigt, da8 fiir 
t= +1 wegen (12) h°(— u) =8*(— u) wird. 








176 H. Hamburger. 


Es soll nunmehr bewiesen werden, daB die Belegung 2’(u)du eine 
Lésung des der Potenzreihe x (2) zugeordneten Momentenproblems ist. 
Wir bezeichnen wieder mit u—w, die Nullstellen der Funktion #(— u) 
mit u =, bzw. u=/’ den im Intervall w,,..., w,,, gelegenen Pol der 
meromorphen Funktion m(-- u;-+1) bzw. m(—u;—1), so daB nach 
Satz XXIX w, < w! < w! < o,,, ist. 

Es ergibt sich mithin P 

+« %y M44 


fore wae 3 fervour fil 


oe r=-—2 


Man substituiere fiir 2'(u)du seinen Wert aus (18), setze 1* =+ und 


bezeichne mit u,(r) denjenigen Zweig der zu der in Formel (12) definierten 
Funktion 1(w! inversen Funktion, welcher die zwischen w, und w,,, ge- 
legenen Werte annimmt, dann ist N,(rt) das Residuum der Funktion 
m(—2z; 1) fiir den Pol z —u,(t); auf diese Weise erhalt man 


, 
Oy +1 ” 


+1 
furs’ (udu + funa’(u)du— fous (S)n, (4) 2g e* 
” o, 3 


%, 


” 


[wa'(ohde = fut (x)N,(t) xi (x) de 
und weiter o, “1 
[urn'(w)au -S(Jeomexa fe (4)n, (4) x (#)dz). 


Nun ist aber fiir jeden beliebigen festen Wert des Parameters + nach 
Satz XXIX (vgl. auch Formel (4)) 


+a 


furdo(u; t)= Dur (e)N 
Jurado (ws 3) Set (3)N (2) =e 


es ergibt sich mithin 


Sarr S¢,, 


r=Pi 


Dy uy"*(x)|N,(t) SDN, (t) + >) wr" (t)N,(t) Sey +4, 


r=p, =-@ =—«@ 
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Da diese Partialsummen fiir alle Werte von + unter einer gemeinsamen 
festen Schranke liegen, so 148t sich nach einem bekannten Satze von 
Lebesgue Summation und Integration vertauschen und man erhilt 


furs’ (u)du =f (Seton (oxi + ul (2), (4) zi (x) de 


+1 


<6, | (xe) +4 (0)dr =e, 


-1 


H] 


wegen (11). 

Damit ist bewiesen, daB die stetige Belegung 2’'(u)du, die durch 
die Formel (13) bzw. (14) definiert ist, eine Lésung des vorgelegten Mo- 
mentenproblems ist; sie enthalt eine willkiirliche stetige Funktion. 

5. Eine noch allgemeinere Lésung des Momentenproblems erhalt man, 
wenn man das Differential y/(t)dt bzw. x;(t)dt in Formel (13) durch 
ein Stieltjessches Differential dyz,(t) bzw. dz,(t) ersetzt. Hierbei sind 
unter z,(t) und y,(t) beliebige im Intervall —1<1< +1 definierte 
monotone Funktionen zu verstehen, die nur der Bedingung unterworfen 
sind, da8 die Funktion z,(r)-+ z(t) um den Betrag 1 zunimmt, wenn 1 

+1 


von —1 bis +1 wachst, denn dann ist S (dx,(t) +d z, (tr) = 1. Die 
Belegung dx(u) hat dann die Form me 


— N,(t)dz, (7) fir |r|) <1, 


(15)  da(u)= Ne(S)@z(x*) fir |r*|—=|!] <1. 


In dieser Form sind, wie man leicht erkennt, saimtliche Lésungen des 
Momentenproblems, die wir bisher studiert haben, als spezielle Fille ent- 
halten. 

Man kénnte nun meinen, daB die in (15) definierte Belegung die 
allgemeinste Lésung des Momentenproblems darstellt. Dies ist aber nicht 
der Fall. Um dies zu zeigen, stiitzen wir uns auf einen einfachen Hilfs- 
satz, der uns auch im nachsten Paragraphen niitzliche Dienste leisten 
wird. 

Hilfssatz 8. Hs sei eine positiv definite Form F(x) vorgelegt, der 
ein unbestimmtes Momentenproblem zugeordnet sein méoge. Hs sei M die 
im Nullpunkte konzentrierte Masse der Maximalbelegung d y(u) von F(x) 
und N eine Zahl <M. Dann ist auch das der Form F(x) —N2} zu- 
geordnete Momentenproblem unbestimmt. 

Beweis. Es sei # eine positive Zahl, die der Bedingung 7 <B<1 
geniigt. Dann ist, wenn 1 einen festen endlichen Wert hat, ddy(u) 
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+(1—#)dq(u; 1) eine Belegung, bei der im Kondensationspunkte u=0 
die Masse #M konzentriert ist, da nach Satz XXIX die Belegung d—(u; r) 
fiir endliche Werte von + den Punkt »—0 nicht zum Kondeneations- 
punkt hat; ferner ist diese Belegung offenbar eine Lésung des der Form 
F(x) zugeordneten Momentenproblems. 

Man bilde nunmehr eine neue Belegung d y*(u), indem man von der 
Belegung Ody(u)+(1—#)dq(u; rt) im Nullpunkte die Masse N ent- 
fernt; wegen N < #M ist d~*(u) wieder eine positive Belegung. AuBer- 
dem ist, wie man unmittelbar einsieht, dq*(uw) eine Lésung des der 
Form F(z)—N2} zugeordneten Momentenproblems. Da man indessen 
tiber die Parameter + und # beliebig verfiigen kann, wofern nur 


1>?> 5 gewahit wird, erhalt man auf diese Weise unendlich viele 
Lésungen jenes Momentenproblems, w. z. b. w. 


6. Um endlich eine Belegung d{(u) zu konstruieren, die eine Lésung 
des der Form F(x) zugeordneten Momentenproblems, aber nicht von der 
Gestalt der in Formel (15) definierten Belegungen d2(u) ist, verfahre man 
in folgender Weise: 

Nach Satz XXIX und Hilfssatz 8 lat sich fiir ein festes N<M der 
Form F(z) — Nj eine vom Parameter t abhangige Belegung d p* (u; r) 
zuordnen, die aus dem mit der Form F(x) — Nz? assoziierten Ketten- 
bruch K*(z) und seinen verallgemeinerten Naherungsbriichen ebenso ge- 
wonnen wird, wie die zu F(z) gehérigen Belegungen dy(u;r) aus dem 
mit F(z) assoziierten Kettenbruch K(z). dqg*(u;r) ist dann fiir be- 
liebige reelle Werte des Parameters t eine Lésung des der Form F (x) —N 2? 
zugeordneten Momentenproblems. 

Die Maximalbelegung d y* (u) der Form F(z) — N 23 findet man anderer- 
seits offenbar, indem man von der Maximalbelegung dy(u) von F(x) im 
Kondensationspunkte u — 0 die Masse N entfernt. Daraus folgt, daB die 
Belegung dy*(u) dieselben Kondensationspunkte u =, besitzt, wie die 
Belegung dwy(u). Nach Satz XXIX sind also die Punkte u =, keine 
Kondensationspunkte der Belegung dy*(u; 1), wenn + einen endlichen 
Wert hat. 

Man bilde nunmehr eine Belegung d(u), indem man zur Belegung 
dq*(u;t) im Nullpunkte die Masse N hinzufiigt. Offenbar ist dann 
d(u) eine Lésung des der Form F(x) zugeordneten Momentenproblems. 
Die Punkte u =, (» +0) sind nunmebr simtlich keine Kondensations- 
punkte von d&(u) mit Ausnahme des Punktes u =, —0, in dem die 
Masse N konzentriert ist. 

Die Belegung dé(u) 1aBt sich daher nicht auf die Form (15) der 
Belegungen dx(u) bringen. Denn damit bei einer Belegung der Form 
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dx(u) im Punkte u—0 die Masse N konzentriert ist, miiBte dz, (r) = 
fir = 0 sein. Dann hatte aber dx(u) auch die iibrigen Punkte u—w, 


zu Kondensationspunkten, in denen die Masse iM, konzentriert ware. 


§ 19. 
Ein weiteres Kriterium fiir die Bestimmtheit des Momentenproblems. 


1. Um das zu Anfang dieser Mitteilung angegebene Kriterium fiir 
die Bestimmtheit des Momentenproblems abzuleiten, schicken wir noch 
eine Hilfsbetrachtung voraus. 

Ist dq@(u;t) die im vorigen Paragraphen untersuchte Belegung, die 
zu einer positiv definiten Potenzreihe x (+) gehért, wenn das der Potenz- 


reihe zugeordnete Momentenproblem unbestimmt ist, so wissen wir, daB 
die Belegung dy(u; rt) fiir jeden beliebigen endlichen reellen Wert des 
Parameters t den Nullpunkt nicht zum Kondensationspunkt hat, also im 
Nullpunkt und seiner Umgebung identisch verschwindet. Es laBt sich 
daher eine Belegung 


dp* (w; x) = Se) 


bilden, die offenbar gleichfalls im Punkte u = 0 verschwindet. 
Man betrachte die Momente dieser Belegung d p* (u; r) 


(16) fw d p* (u; tr) =fu- *dp(u; t) 


und bilde mit diesen Koeffizienten c,* die formale quadratische Form 


F* (z; 1) ay One Bn, 
‘,x=0 
die nach Satz X des § 5 wegen der Integraldarstellung (16) fiir die Ko- 
effizienten ¢,* positiv definit ist. Von dieser Form F*(z; 1) soll der Satz 
bewiesen werden: 


Hilfssatz 9. Die vermittelst der Koeffizienten (16) gebildete quadra- 
tische Form F* (x,t) ist wneigentlich definit, und somit das thr zugeordnete 
Momentenproblem bestimmt. Hingegen ist das der Form F* (x; t)+-M23 
zugeordnete Momentenproblem unbestimmt, wenn M eine beliebige reelle 
positive Zahl bedeutet. 


Beweis. Untersucht man die Momente c, der Belegung 
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(vgl. Formel (16)), so ergibt sich offenbar 


+x +x 
(17) gf Se), ap = { S20es2), c*=c¢,-. fir »>2. 


Um den Wert der beiden Koeffizienten cf und c¥, die noch von 1 
abhangen, zu berechnen, entwickle man die meromorphe Funktion 


+e 


dy (%; 
m(z; 7) f Eins 2) 
“-z 


an der Stelle z - 0 in eine Potenzreihe D(z), die fiir |z| < |4,(1)| gleich- 
maBig konvergiert, wenn 4,(1) hier den dem Nullpunkt am niachsten ge- 
legenen Pol von m(z; 1) bedeutet. Es ergibt sich demnach 
m(z;t)=m,(t) + 2m,(t) +... 
Die Darstellung von m(z;1) durch ein Stieltjessches Integral laGt 
aber erkernen, da8 andererseits 


+x += 


mM, (T) , f feces) =cf, m,(t)= — { #eiese) =—¢} 


2 
“ | 


ist. Man erhalt daher nach dem Taylorschen Lehrsatze 
c*=m(0;1t), —o* =m’(0;r). ® 


Es ist nun aber nach Formel (1) des § 18 





, g(z)+rr(z) 
m (851) = Ky trae)” 
folglich 
+x 
(18) m(0;1) = { Sei) =ef=t; 


denn es ist nach Satz XX und XXI 
r(0)=lim P,,.,(0)=1, #8(0)=lim@,,_, (0) =9, 
a= a==x 
g(0) = lim G, (0) = 0, h(0) =lim H,(0)=1 
(vgl. Formel (27) des § 2 und Formel (4) des § 14). 
Andrerseits ergibt sich nach einer einfachen Rechnung 
(19) — ef = m’ (0; rt) =g’(0)+ rr’ (0) — t(h’(0)+ t8’(0)). 
Um nun, indem wir auf die Definition III des §3 zuriickgehen, zu 
zeigen, daB die Form F* (zx; t) uneigentlich definit ist, benutzen wir eine be- 
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kannte Determinantenformel aus der Theorie der quadratischen Formen, 
durch die sich das Minimum *M™ ausdriicken laBt, das die Abschnittsform 


n-1 
PS (2; 1) = D) 64%. 2x 


,*x=0 
auf der Ebene z= 1 von »—1 Dimensionen annimmt. 
Es bezeichne C* die Determinante, die entsteht, wenn man in der 


Determinante C, (vgl. Formel (2) des § 1) die Elemente c, durch c* er- 
setzt. Dann ist namlich 





* ” * -1 

C2, C3 , ? Cn 
*« ~ ” 

. C3, Cy, cory Cn+1 ce 
* 
eM GT se ee eee se ee =G; wegen (16). 

~ * * 

Cr » Cn+1> ooeg Can—2 








Nun ergibt sich aber, wenn man die Determinante Cx nach Potenzen 
der Elemente c* und c* =r entwickelt (vgl. Formel (18)), 


| 0, 0, Co, eoe9 Cn-—8 0, Co, 








» Ca-s 
0, Co, C1, +++> Cp—-2 | Ci, C2, seey Cy—-1 
mB =COCe-it | Co, C1, C2, » Cn-1 | —t] C2, Gp, » Cn 
| Cn—-3, Cn-2, Cn-1, >» Can—a | Cn-—2, Cn-1; » Cen—4 
0, C1, Ce, -» Cn-2 C2, C3, >» Cn-1 
Co, C2, Cs, +> Cn-1 Cs, Cs, ? Cr 
| 
i C1, Cs, C4, > Cn — 2 | C4, Cs, » Cn+1 
cvictceceé se wewes sew ee ee porte eee e cree eee wees | 
Cn—s, Cy—1, Cn; » Con—4 Cn-1, Cn, » Can—4 | 


Dividiert man beide Seiten dieser Identitét durch C,_,, so erhalt man, 
wenn man die Determinantendarstellungen (35) und (36) des § 2 fiir 
Pon-1(— 2) und Qon-1(— z) bzw. (8) und (9) des § 14 fiir G,(— z) und 
H,,(— z) beriicksichtigt, 


*M™ — ef + Gy_1(0) + tPon—s(0) — t(Hn-1(0) + 1 Qan-s(0)). 


Geht man zur Grenze n =o iiber, so ergibt sich nach Satz XX und 
XXI des § 16 (wegen (19)) 


lim *M” = of + g’(0) + 4’(0) — t(h’(0) + r8’(0)) = 0, 
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mithin ist die Form F* (x; 1) uneigentlich definit, und wegen Satz XV 
des § 10 das ihr zugeordnete Momentenproblem bestimmt. Damit ist 
der erste Teil des Hilfssatzes 9 bewiesen. 


2. Um auch die zweite Behauptung dieses Satzes zu beweisen, bestimme 
man vier untereinander verschiedene reelle endliche Zahlen r+ 
die den Relationen 


19 Ta» Tg b> 


Or, +(1—0)1, =ct 


19) 
( Or, + (1— #)t, = oF 


geniigen. Hierbei sei unter # eine feste reelle Zahl zwischen 0 und 1 
verstanden. Man bilde ferner die Belegungen 


dp? (u) = +(Ode(u; 4) + (1— #)dp(u; +,)), 
dg3(u)= 4 (Odg(u; t,) + (1 — &) de—p(u; 1,)). 


Dann haben die Belegungen d¢y,*(u) und dgy*(u) nach Satz XXIX nicht 
einen einzigen gemeinsamen Kondensationspunkt. Es ist ferner wegen (17) 
in Verbindung mit (18) und (19) 


(20) Surde*(u) = furdgs(u) = Cy = Cy (fiir » >i). 


Fir »=-0 sind die Integrale (20) im allgemeinen nicht einander 
gleich. 


Es sei jetzt, um einen bestimmten Fall ins Auge zu fassen, 


+x +2 
Sdgs(u)< Sdgs(u); 
dann setze man 


(21) S924) +N = fdg3(u)=cy, 


wo N und c; positive Zahlen bedeuten. Fiigt man nunmehr zur Belegung 
dg *(u) im Punkte u=0 die Masse N hinzu, so erhalt man eine neue 
Belegung dy{(u), die wegen (20) und (21) dieselben Momente wie dy*(u) 
hat. AuBerdem sind dq{(u) und dg*(u) zwei voneinander verschiedene 
Belegungen, da sie keinen gemeinsamen Kondensationspunkt besitzen. 


Auf Grund der Beziehungen (20) und (21) sind diese Belegungen 
Lésungen des der Form 


Zo 
F’ (x) = cf 22 + s + Co Be Bu 
t+x>1 
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zugeordneten Momentenproblems, das also unbestimmt ist. F’(x) ist daher 
sicherlich eine eigentlich definite Form. 

Bezeichnet man mit M’ die im Punkte u—0 konzentrierte Masse 
der Maximalbelegung dy'(u) von F’(x), 80 ergibt sich nach Satz VI des § 3 

F* (x; 1) = F(x) — M'2?, 

da die Form F*(z; 1), wie bereits bewiesen, uneigentlich definit ist und 
auBer dem Koeffizienten von 2? die gleichen Koeffizienten wie F’ (x) hat. 

Ist endlich M eine beliebige positive Zabl, so ist auch das der Form 
F*(x;1t)-++-Maz2 zugeordnete Momentenproblem unbestimmt. Denn ist 

M'—M>0, 
so wird 
F* (x; t)+Ma2 = F' (x) —(M’— M)2?, 

und die Unbestimmtheit des dieser Form zugeordneten Momentenproblems 
folgt aus dem Hilfssatz 8 des vorigen Paragraphen. 

Ist A 

M—M>0O, 
so erhalt man offenbar wegen (20) und (21) zwei Lésungen des der Form 
F* (x; 1) + Ma2 = F’ (x) +(M—M’)a? 

zugeordneten Momentenproblems, indem man im Nullpunkte zur Belegung 
d*(u) die Masse N + M—M’ und zur Belegung d¢,* (uw) die Masse M— M’ 
hinzufiigt. Damit sind alle Behauptungen des Hilfssatzes 9 bewiesen. 

3. Dieser Hilfssatz erméglicht es uns, den Beweis des Satzes XXX, 
das Hauptziel dieser Mitteilung, unschwer zu erledigen. 


Satz XXX (erste Formulierung). Hs sei eine positiv definite Form 


F(a) = S644. 


«.x=0 


vorgelegt. Mit F(x) mége ferner die Form py a 2,2, bezeichnet 
s,%=0 

werden. Damit das der Form F(x) zugeordnete Momentenproblem be- 

stimmt ist, ist notwendig und hinreichend, daf mindesiens eine der beiden 

Formen F(x) und F(x) uneigentlich definit ist. 

Beweis. Ist F(z) eine positiv definitive Form, so ist auch die Form 
F(x) positiv definit; denn man kann sich F(x) aus F(x) entstanden 
denken, indem man in F(z) die Veranderliche z= 0 setzt. 

Wenn F(z) uneigentlich definit ist, so ist nach Satz XV des § 10 
das der Form F(x) zugeordnete Momentenproblem in jedem Falle be- 
stimmt. 

13* 
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Ist F(x) eigentlich definit und F(z) uneigentlich definit, so ist 
aus demselben Grunde mindestens das der Form F(x) zugeordnete 
Momentenproblem bestimmt. Nimmt man an, das der Form F(z) zu- 
geordnete Momentenproblem hatte zwei voneinander verschiedene Lésungen 
dyw(u) und dgp(u), so waren die Belegungen u*dy(u) und u*dq(u) 
zwei voneinander verschiedene Lésungen des der Form F(x) zugeordneten 
Momentenproblems, in Widerspruch mit der aus der Voraussetzung ge- 
zogenen Folgerung. Damit ist bewiesen, daB die angegebenen Bedingungen 
fiir die Bestimmtheit des Momentenproblems hinreichend sind. 

Um nachzuweisen, da8 diese Bedingungen fiir den Fall der Bestimmt- 
heit auch notwendig sind, geniigt es, wenn gezeigt wird, daB das Momenten- 
problem von F(z) immer unbestimmt ist, wenn die Formen F(z) und 
F(z) beide eigentlich definit sind. 

Ist dy’(u) die Maximalbelegung der Form F(x), so ist, da F(x) 
eigentlich definit ist, die im Nullpunkte konzentrierte Masse von dy’ (wu) 
groBer als Null. Ist andererseits dw(u) die Maximalbelegung von F(z), 
so ist offenbar u*dy(u) gleichfalls eine Lésung des der Form F(z) 
zugeordneten Momentenproblems, bei der aber im Nullpunkt keine Masse 
konzentriert ist. Folglich sind die beiden Lésungen u*dy(u) und dy’(u) 
voneinander verschieden und das der Form F(x) zugeordnete Momenten- 
problem unbestimmt. 

Man konstruiere nunmehr nach dem im § 18 angegebenen Verfahren 
die zur Form F(z) gehérige Belegung dq’(u; 1), die noch vom Para- 
meter + abhangt, und setze r= c,, dann ist nach Formel (18) 





+@ 
[ezisp a, 
u 
Setzt man ferner 
+@ 
dy (u;¢,) s 
ye Cos 
so ist nach Hilfssatz 9 die Form 
0, 
F*(z) = ota t+ Dein 0.2 
t+ >1 


uneigentlich definit. 
Da nach Voraussetzung die Form F(z), die sich von der Form 
F*(x) nur durch den Koeffizienten von 2; unterscheidet, eigentlich definit 
ist, so ist nach Satz VI des § 3 
F(z) = M22 + F*(z), 
wenn mit M>O0 die im Nullpunkte konzentrierte Masse der Maximal- 
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belegung dw(w) von F(x) bezeichnet wird. Nach Hilfssatz 9 ist somit 
das der Form F(x) zugeordnete Momentenproblem unbestimmt. Damit 
sind alle Behauptungen des Satzes XXX _ bewiesen. 








4. Setzt man 

C2, C3, » oe | |e Cs, » Cn+1 
] 
| Cs, Ci; ’ Cn+1 C5, Ce; ’ Cn+2 

, | ” 

cas Pv ecchkugenahxwewns ee ee 6 a Tite, o- : 
PP ee FE eo eo Loh ee ee 

| 

Cn, Cutis «+85 Con—2 | Cn+1> Cni+2> +++» Can—2 


so werden nach einer schon zu Anfang dieses Paragraphen angewandten 
Determinantenformel aus der Theorie der quadratischen Formen endlich 
vieler Veranderlichen die Abschnittsformen 


n—1 n-2 
7 (2) 2 

Fa (2) = >) Cian Bete bzw. FO, (a) = Deis nt2 Be Bx 
4,x=0 


4”=0 


auf der Ebene z,—1 die Minima 


mM” = Cn bzw. *yin-)) ne Cnt 
Ca-1 Ca-2 
annehmen. 
Demnach besagt Satz XXX: Das der Form F(z) zugeordnete Mo- 
mentenproblem ist dann und nur dann bestimmt, wenn mindestens einer 
Cn-1 


der beiden Quotienten von Determinanten ne und —>— mit wachsendem n 


” 
—1 n—2 


dem Grenzwert Null zustrebt. 

Diese beiden Bedingungen lassen sich, indem man das Produkt der 
beiden Determinantenquotienten bildet, zusammenfassen: 

Satz XXX (zweite Formulierung). Damit das der positiv definiten 
Form F(x) zugeordnete Momentenproblem bestimmt ist, ist hinreichend 


und notwendig, daf 
: pon ag 
est. 

5. Fiir die Bestimmtheit des Momentenproblems im engeren Sinne 
(vgl. die Definition dieser Ausdrucksweise in Teil II §17 Abschnitt 4) 
laBt sich ein ahnliches Kriterium wie fiir das allgemeine Momentenproblem 
angeben. 


Satz XXXI. Zs sei eine positiv definite Form 


F(z) ot Darstaes 


,x=0 
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vorgelegt. AupBerdem sei die Form 


F® (z) _ D, Crus Ze Lx 
t,.x=0 
gleichfalls positiv definit, so daB auch das der Form F(x) zugeordnete 
Momentenproblem im engeren Sinne eine Lésung besitzt. Dieses Mo- 
mentenproblem ist dann und nur dann im engeren Sinne bestimmt, 
wenn mindestens eine der beiden Formen F(x) oder F“ (x) uneigentlich 
definit ist. 

Da der Satz sich in dieser Formulierung bei Stieltjes nicht findet, so 
wollen wir hier seinen Beweis kurz skizzieren, wenn sich auch alle Hilfs- 
mittel zum Beweis schon bei Stieltjes finden. Wir schicken folgenden 
Hilfssatz voraus, der dem Hilfssatz 8 entspricht: 


Hilfssatz 10. Sind die Formen F(x) und F(x) beide positiv 
definit, und ist das der Form F(x) zugeordnete Momentenproblem im 
engeren Sinne unbestimmt, so ist auch das der Form F(x)— Nz? 
zugeordnete engere Momentenproblem wunbestimmt, wenn die Form 
F(z)—N2} eigentlich definit ist*). 

Dieser Satz war schon Stieltjes bekannt; sein Beweis lat sich in 
derselben Weise wie der Beweis des Hilfssatzes 8 fiihren. 


Beweis von Satz XXXI. DaB die angegebenen Bedingungen fiir 
die Bestimmtheit des Momentenproblems im engeren Sinne hinreichend 
sind, folgt ebenso wie die entsprechende Behauptung des Satzes XXX. 
Es bleibt nur noch iibrig zu zeigen, daS das Momentenproblem unbe- 
stimmt ist, wenn beide Formen F(x) und F(z) eigentlich definit sind. 

Man beweist zunachst ebenso wie bei Satz XXX, daB unter diesen 
Voraussetzungen das der Form F(x) zugeordnete engere Momenten- 
problem unbestimmt ist, da im Stieltjesschen Falle die Form F(z) in 
bezug auf die Form F’(z) dieselben Eigenschaften hat wie im allge- 
meinen Falle die Form F(z) in bezug auf die Form F(x). Dann 
existieren aber auf Grund der Stieltjesschen Untersuchungen*) mindestens 
zwei Lésungen des der Form F(x) zugeordneten Momentenproblems 
dy; (w) und d¢{ (uw) mit voneinander verschiedenen Kondensationspunk- 
ten, die in der Umgebung des Punktes «= 0 identisch verschwinden. 

Man setze 


d @) d (1) 
bi{0)} ova (*) 


u , dg, (u)= 





u 


*) Vgl. 1. c. Anm. *) Teil I, Stieltjes 8, S. 114 und 8. 121. 
*) Vgl. Lc. Anm.*) Teil I, Stieltjes 9, S. 14—17. 
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Ist nunmehr, um einen bestimmten Fall ins Auge zu fassen, 
fae,(u)+Nn= fag (u) =a, 


wo N und ¢; positive Zahlen sind, so bilde man aus dq, (wu) eine neue 
Belegung dqgj(u), indem man zur Belegung dg,(u) im Nullpunkte die 
Masse N hinzufiigt. Offenbar sind dann die Belegungen dq; (u) und dq, (u) 
zwei voneinander verschiedene Lésungen des Momentenproblems im engeren 


Sinne, das der Form 
0,@ 


F' (x) = c28 + D Can Bin 
t$x21 
zugeordnet ist. 


Ist jetzt c,> cj, so ist auch das der Form F(x) zugeordnete Mo- 
mentenproblem unbestimmt, da man aus einer zur Form F’(x) gehdrigen 
Belegung eine zur Form F(z) gehérige Belegung erhilt, indem man im 
Nullpunkte die Masse c,— cj hinzufiigt. Ist c,<¢j, so ist nach Hilfs- 
satz 10 das der Form F(x) zugeordnete Momentenproblem gleichfalls 
unbestimmt, da ja die Form F(z) als eigentlich definit vorausgesetzt 
wurde. W. z. b. w. 

Wir wissen aus § 17 Abschnitt 4, daB das Momentenproblem im 
engeren Sinne bestimmt sein kann, wahrend das erweiterte Momenten- 
problem unbestimmt ist. Aus Satz XXX und XXXI folgt, daB in diesem 
Falle zwar die Formen F(x) und F™(z) eigentlich definit sind, aber die 
Form F(x) uneigentlich definit ist. 


(Eingegangen am 4. 3. 1920.) 








Uber die Entwickelung einer analytischen Funktion 
nach den Polynomen eines Orthogonalsystems. 
Von 
G. Szegé in Berlin 


Einleitung. 
Es sei P(x) das n-te Legendresche Polynom, d. h. das Polynom 
n-ten Grades, definiert durch die Bedingungen 


1 

J P(x) a*dxz=0, P.(1)=1 O<»<n—1; n=1,2,3,...; P,(x)=1). 
me ' 
Es gibt bekanntlich zwei Entwickelungsprobleme, die mit diesen Polynomen 
zusammenhangen. 


1. Es sei F(z) eine analytische Funktion der komplexen Verander- 


lichen x, die sich fir —1< 2<1 regular verhalt. Ich bilde die Ent- 
wickelung dieser Funktion nach den Legendreschen Polynomen 


2n+1 


1 
a,P,(x)+a,P,(x)+...+a, P,(#)+... (a, == {F(2)P,(z)az) 
1 





2 


und frage, in welchem Gebiete der komplexen z-Ebene diese Entwickelung 
konvergiert und F(z) darstellt. 


2. Es sei F(x) eine fir —1<2<1 definierte reelle und integrable 
(,,willkiirliche“’) Funktion. Welches sind die Kontinuitaétsbedingungen 
(Stetigkeit, ein- oder mehrmalige Differenzierbarkeit usw.), denen diese 
Funktion geniigen mu8, damit die (auf die obige Weise gebildete) Ent- 
wickelung derselben nach den Polynomen P(x) fir —1<2<1 kon- 
vergiere und F(z) darstelle? 

Beide Fragen sind in der Literatur ausfiihrlich behandelt'). Ich will 


1) Vgl. etwa E. Heine, Handbuch der Kugeifunktionen, Zweite Aufiage, Berlin 
1878—81 (G. Reimer), 1, 8.199. — Ferner ebenda S. 441. 
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hier allgemeinere Entwickelungen untersuchen, welche nach gewissen klassi- 
schen Verallgemeinerungen der Legendreschen Polynome fortschreiten. 

Es sei p(x) eine fiir — 1 <2 <1 nichtnegative und ( L)*) integrable 
Funktion, die nicht fast iiberall*) verschwindet. Dann lassen sich ganz 
bestimmte Polynome 


Q(z), Q, (x), eeeg Q,, (2), “+e 
bilden, die den folgenden Bedingungen geniigen: 
a) Q(z) ist ein Polynom n-ten Grades. 


b) Der Koeffizient von z” in Q, (a) ist positiv. 
1 
c) { p(x) Q,,(2)Q, (x) daz =e, 
=3 


d.h. 0 oder 1, je nachdem m+n oder m =n ist (m, n = 0, 1, 2,...). 
Die Bildung eines solchen Systems geschieht einfach durch Orthogonali- 
sierung der Funktionen 


V p(x), Vp(a)a,...,V p(x) 2",...*) 
fir —1<2<1. (Durch die Bedingungen a) und c) ist Q, (x), abgesehen 
von seinem Vorzeichen, durch Hinzufiigung der Bedingung b) samt Vor- 
zeichen eindeutig bestimmt. Es ist fir 0< »<cn—1,n2>1 


J p(x) Q, (x) a”"dx =0). 


Diese Polynome spielen in der Theorie der Stieltjesschen Kettenbriiche, 
ferner in der Theorie der mechanischen Quadratur eine wichtige Rolle. 
Sie sind die Naherungsnenner des Kettenbruches, in welchen die Funktion 
1 
p(t) 
-1 
entwickelt werden kann’). 


Ist p(x) = 1, so ist Q(x) (abgesehen von einem konstanten Faktor) 
das n-te Legendresche Polynom. 


Ist p(x) = (1— x), so erhalt man die von Tschebyscheff betrach- 
teten Polynome cos n arc cos zx. 


*) D. h. im Lebesgueschen Sinne. 

*) D. h. mit Ausnahme einer Menge, deren Lebesguesches Ma®B gleich 0 ist. 

*) Die Quadratwurzeln aus positiven GréBen sind stets positiv zu verstehen. 

5) Vgl. E. Heine, Handbuch, 1, 8. 286-297, ferner 2, S.19—31. — Vgl. auch 
O. Perron, Die Lehre von den Kettenbriichen, Leipzig und Berlin 1913 (B. G. Teubner), 
8. 379. 
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Ist p(x) = V1—z’, so ist Q,,(z) im wesentlichen gleich 


sin(n+1)¢@ 


——— (cos @ = 2). 


Ist allgemeiner p(x) = (1 + x)*(1—=<)*, so sind die Polynome Q, (x) 
mit den sog. Jacobischen Polynomen*) identisch. 

Es sei nun — wie oben — F(x) regular-analytisch fir —1<2<1; 
es sei ferner 


(Q) 4409()+0,0,(2) +... + ,Q,(2) +... (0, =f p(2)F(2)Qq(2)d2) 


ihre Entwickelung nach den Polynomen Q, (27). Dann JaBt sich auch 
jetzt die folgende Frage stellen: 


1. Welchen Giiltigkeitsbereich besitzt die Entwickelung (Q ), d.h. welches 
sind die Punkte der komplexen z-Ebene, wo sie konvergiert und F(z) 
darstellt ? 


Andererseits kann man von einer reellen und integrablen (,,willkiir- 
lichen“) Funktion F(a) ausgehend folgendes fragen: 


2. Welches sind die Kontinuitaétsbedingungen fiir eine reelle und inte- 
grable (,,willkiirliche* ) Funktion F(z), unter welchen ihre Entwickelung (Q) 
nach den Polynomen Q(z) fir —1<2<1 konvergiert und F(z) dar- 
stellt)? 


Der Zweck dieser Arbeit ist die Frage 1. iiber den Giiltigkeitsbereich 
der Entwickelung (Q), welche zu einer analytischen Funktion F(z) ge- 
hért, zu beantworten, und zwar unter méglichst allgemeinen Bedingungen 
iiber die Funktion p(x). Dies geschieht im wesentlichen durch Herleitung 
einer asymptotischen Formel fiir Q(z), die auferhalb des Intervalls 
—1<2<1 (dh. in der aufgeschlitzten Ebene) gilt. (Die Beantwortung 
der Frage 2. hingegen hangt hauptsachlich vom asymptotischen Verhalten 
der Polynome Q,(z) in dem Intervalle (—1,1) ab. Dies ist eine weit 
schwierigere Frage, als die erste; die Behandlung einiger spezieller Fille, 
wo diese Untersuchung durchfiihrbar ist, behalte ich mir fiir eine spitere 
Arbeit vor) *). 


*) Jacobi, Werke, 6, S. 285. 

”) Vgl. iiber diese Fragen O. Blumenthal, Uber die Entwickelung einer willkiir- 
lichen Funktion nach den Nennern des Kettenbruches usw. Géttinger Dissertation 
1898, Einleitung. — Diese Dissertation hat die Veranlassung zu diesen meinen Unter- 
suchungen gegeben. 

*) Ist z. B. p(z) ein Polynom, welches fiir — 1 <2<_1 positiv ist, und bezeichnet 
man seine Nullstellen mit z,, z,,...,2,%, 80 zeigt. man unschwer, daB (abgesehen von 


einem konstanten Faktor) die Formel gilt 
(Fortsetzung der FuGnote auf der nichsten Seite.) 
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Es sei also p(x) eine fir —1<2<1 nichtnegative, (LZ) integrable 
Funktion, die nicht fast iiberall verschwindet. Es seien ferner Q, (x) die 
durch a), b), c) definierten Polynome, d. h. 


1 


J p(z) Q,, (2) Q,, (7) dx a Emn* 


Dann lautet das wesentliche Resultat meiner Arbeit folgendermaBen: 
Existiert das Lebesguesche Integral 


1 


[8 p(x) oe = [ log (086) a, 








y l—2!* 


dann gilt fiir alle x auerhalb des Intervalls (—1,1) die Formel 





. (x) 1 
A) lim Ws = ———_— | 
( a=a(zt+V¥2*—1)" yxA(z)yl—z* 


wo unter «+ V 2*—1 derjenige Zweig dieser Funktion zu verstehen ist, 
welcher fiir x= co unendlich, und unter V 1—2z* derjenige, welcher fiir 
z= 0 positiv ist. Hs ist ferner 
ts eR cae. a 
Z re | z—Vz 1 ({z|< 1) 
und A(z) bezeichnet eine durch p(x) vollstdndig bestimmte analytische 
Funktion von z mit den folgenden Higenschaften: 
a) A(z) ist reguldr fiir |z|< 1. 
b) A(z) ist von 0 verschieden fiir |z| <1. 


Pa(z) Pasi (2) .... Pan (2) 
diciassaad MEO NE cos 
| Pa(@n) Pat:(2e) --- Paty (te) 


wo P,(z) das n-te Legendresche Polynom bezeichnet. (Ist die Wurzel 2 eine mehr- 
fache, z. B. eine doppelte: z»=2,~-1, 80 ist in dieser Determinante die Reihe 


P, (av) Pats (2y) eee Pak (Zr) 


durch folgende zu ersetzen: 


Ps (2-1) Pais (2r—1) aj nde Park (%—1)-) 


Diese Formel liefert leicht den asymptotischen Ausdruck der Polynome Q, (2) fiir 
—l<2<1. Sie findet sich fir einen wichtigen Spezialfall in der Arbeit von 
E. B. Christoffel, Uber die Gau8sche Quadratur und eine Verallgemeinerung der- 
selben (Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 55 (1858), (8S. 61—82] 
8. 77). 
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c) A(O) ist reell und positiv. 
d) Es gilt fast diberall die Gleichung : 
lim | 4(re*®)|* = p(cos@). 


r=! 





Ich will zunachst eine kurze Ubersicht des Gedankenganges geben, 
welcher zu den eben angefiihrten Ergebnissen fiihrt. 

Es sei {(§) eine fir 0 << @< 2-2 (d.h. auf dem Einheitskreis) defi- 
nierte (L) integrable Funktion, die nichtnegativ ist und nicht fast iiberall 
verschwindet. Dann lassen sich — wie ich in meiner Arbeit ,,Beitrage 
zur Theorie der Toeplitzschen Formen‘*) gezeigt habe — ganz bestimmte 
Polynome 

Po(2)s Py (B)s -- +> Py (B)s +> 
bilden, die die folgenden charakteristischen Eigenschaften besitzen: 
a) y,(z) ist ein Polynom n-ten Grades. 
b) Der Koeffizient von z” in g,(z) ist positiv. 


¢) FJ 110) u(t) (2) dO = ey, (s= ec; m, n= 0,1, 2,...)™). 
0 


Man erhalt diese Funktionen einfach durch Orthogonalisierung des Systems 


Vf(0), Vi(O)z,..., Vf(0)2",... (2 =e). 
Es ist offenbar 


22 
4. [ 100) 9, (2)2"a0—0 (2=e; OS¥Sn—1, 021). 
vu 


Ist z. B. f(0) = 1, so ist mp, (z) = 2". 


Die Polynome ¢,,(z), die auf dem Einheitskreis analog definiert sind, 
wie die Polynome Q(z) in dem Intervalle (—1,1), haben mehrere 
bemerkenswerte Eigenschaften. Ich will in der vorliegenden Arbeit einen 
Zusammenhang beider Polynomklassen herstellen, indem ich folgendes 


Theorem beweise: 
Es sei p(x) eine fiir —1<2<1 nichtnegative und (L) integrable 
Funktion, die nicht fast iiberall verschwindet. Es sei fir 0<0< 22 
f(0) = p(cos@)|sin 6}. 


Ferner seien Q(x) und —,(z) die oben definierten (zu p(x) bzw. f(@) 
gehdrigen) ,,orthogonalen“’ Polynome, d. h. 


*) Erste Mitteilung (Mathematische Zeitschrift 6 (1920), S. 167—202); eine zweite 
Mitteilung ist unter der Presse. Ich zitiere diese Arbeit im folgenden kurz mit B. 
) @ bezeichnet die zu a konjugiert komplexe GréBe. 
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1 22 
{r(=) Qu (2), (2)dz— 2 [7(0) p0(2)9, 2) 40 =e, 


(2 = ef; m,n = 0,1, 2,...). 
Dann ist fiir alle n 


(1) vane +2" G4,(+)—«, Q, (2), 





wenn 





gesetzt wird und «, eine Konstante bezeichnet. 

Ich habe iiber die Polynome ¢,(z) bereits in meiner Arbeit B. 
mehrere Grenzwertsitze aufgestellt*'); mit Hilfe der Formel (1) kénnen 
also diese Resultate ohne Schwierigkeit auf die asymptotische Berechnung 
der Polynome Q, (x) angewendet werden. Auf diese Weise gelangt man 
sehr einfach zur Formel (A). 

Im I. Kapitel dieser Arbeit stelle ich die wichtigsten Eigenschaften 
der Polynome ¢,(z) zusammen, insbesondere diejenigen, welche in den 
spateren Entwickelungen Anwendung finden. Das II. Kapitel enthalt die 
Herleitung des asymptotischen Ausdruckes (A) der orthogonalen Poly- 
nome Q (xz), sowie die Anwendung desselben auf das oben erwahnte Ent- 
wickelungsproblem 1. iiber den Konvergenzbereich der Entwickelung einer 
analytischen Funktion F(z) nach den Polynomen Q,(z). Die Beant- 
wortung des letzteren Problems, die iibrigens das Hauptziel dieser Arbeit 
war, lautet wértlich so, wie im Falle der Legendreschen Polynome, d. h.: 


Es seit p(x) fiir —1< 21 fast iiberall positiv und samt 
log p (x) 


yl—2* 


(L) integrabel. Es sei ferner F(x) reguldr-analytisch fir —1<2<1. 
Dann konvergiert die Entwickelung 


/ 1 
(Q) a,Q,(7)+4,Q,(a)+...+4,Q,(4%)4+... (a, ~ | p12) F(2)Q,(2)d2) 
-% 


im Innern der gréBten Ellipse mit den Brennpunkten —1,1, welche 
keinen singuldren Punkt von F(x) in ihrem Innern enthdlt und stellt 
dort F(x) dar; sie divergiert hingegen iiberall auBerhalb dieser Ellipse. 
Man hat iibrigens 

lim sup Via, = 


n=x 


wenn R>1 die Summe der Halbachsen dieser Ellipse bezeichnet. 


= 
R > 


1) Vgl. B, $14. 
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Ich méchte noch zwei Anwendungen erwaéhnen, ohne sie hier ein- 
gehender zu erértern. 
Die erste Anwendung bezieht sich auf die Theorie der ,,rekurrierenden“ 
(Hankelschen) Formen?*) 
i n 
; , 
(2) p(z)(t,+t,a+...+¢ 2") dz- tt, 


n aad In+¢ Pp '@ 
i P,q=0 


1 
g, = J p(a)a2"dzx 
1 


die sog. Stieltjesschen Momente der Funktion p(z) bezeichnen. Ich be- 
trachte diese Form unter der Nebenbedingung 


n 
| (t, ta ta") dx 3 Yprqtpé l 
1 P.@=0 


wenn der Kiirze halber 
1 2 ' 
a —7 fiir gerade n, 
Y, = | za" dxz=;™" 
L. | 0 fiir ungerade n 


gesetzt wird. Ich bezeichne die Eigenwerte der Form (2), d. h. die Wurzeln 
der Gleichung 

| " 13 

= = () 13) 

1Go+q OY p+ lo 
mit 


(n) n) (n) 
Og > 04 »+++9@ 


(Es gibt bekanntlich eine lineare Transformation der Variablen ¢, in neue 
Variablen 1z,, so daB nach Ausfiihrung dieser Transformation 


1 
Sp(x)(t +t,2+... 1 ¢ » ) dz-= Oo +0, % rr + On T, 
—1 


und 
1 


S(t +t,2+ oe ta") dx ag ge mh 
-1 


wird. Daraus ergibt sich offenbar 


m<o, <M (van, 3, ..., 8), 

2) Vgl. iiber diese Benennung G. Frobenius, Uber das Triagheitsgesetz der 
quadratischen Formen (Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 114 (1895), 
[S. 187—230], § 8). 


3) Ich bezeichne mit 


| A, |” 


Page 


die Determinante, deren allgemeines Element A,,, ist (p,q=0,1,..., n). 





. 
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wenn m und M die untere bzw. obere Grenze von p(z) fir —l1i2r<l 
bezeichnen.) Dann gilt folgendes Theorem: 


Es sei p(x) fir —1Sx<1 beschrénkt und (L) integrabel mit 
der unteren bzw. oberen Grenze m und M. Bezeichnen 


(n) (m) (n) ‘ 
Op > OQ, >-++> On (s=@0,1,2,...) 


die Eigenwerte der zu p(x) gehdrenden rekurrierenden Formen, dann ist 
fiir jede im Intervalle m< 0 < M stetige Funktion F(o) 


1 
F(o'™')+ F(o'™)+...+F(o0:™) 1 P dz 

- i, ME Dees a te, oe. 14 
tim 1 | (wie) #2, *. 


V1 -x* 





=i 

Der Beweis stiitzt sich hauptsichlich auf die Ergebnisse des § 7. 
Die letzte Formel gestattet uns iibrigens verschiedene Folgerungen iiber 
die Verteilung der Eigenwerte o” zu ziehen”®), 

Die zweite Anwendung lautet folgendermaBen: Die gewdhnliche 
GauBsche Interpolation (bei welcher die Interpolationsstellen die Wurzeln 
der Legendreschen Polynome sind) |a8t sich auch auf die allgemeineren 
Polynomen Q, (2) iibertragen. Ist nimlich die zu interpolierende ana- 
lytische Funktion F(a) regular fiir 1<2<1, dann konvergieren die 
gewohnlichen Lagrangeschen Interpolationspolynome, welche in den Null- 
stellen von Q(x) mit F(x) tibereinstimmen*’), im Innern der gréBten 





44) Ich bewies diesen Satz (nicht ganz in der hier mitgeteilten allgemeinen Form) 
in einer ungarischen Arbeit: A Hankel féle formakrél (Mathematikai és termé- 
szettudomanyi értesité 36 (1918), 'S. 497—538] S. 523). 

4) Von diesen méchte ich nur folgende erwihnen: 

Ist p(x) stetig, dann liegen die Kigenwerte o'" iiberall dicht zwischen dem 
Minimum und Maximum von p(z) 

Es sei p(x) beschrinkt und (L) integrabel und das Lebesguesche MaB der 
Teilmenge des Intervalls —1<2<1, auf welcher p(x) =0 ist, sei 0; ich bezeichne 
die Determinante der n-ten Form (2) mit 4,(p). Ist dann 2, die Anzahl der po- 
sitiven Glieder der Serie 

i, (p), 4,(p), 4,(p), 
Xn l 


lim —— = - 
a-o ®+1 22 


dann ist 


wenn | das MaB der Teilmenge des LEinheitskreises bezeichnet, auf welcher 
p (cos 6) > 0 ist. 

Dieser Satz ist ein Analogon des von QO. Toeplitz herriihrenden ,,Tragheits- 
gesetzes der Fourierschen Reihen*. Siehe: Zur Theorie der quadratischen und bilinearen 
Formen von unendlich-vielen Verinderlichen, I. Teil: Theorie der L-Formen (Mathe- 
matische Annalen 76 (1911), S. 351—376). 

16) Die Nullstellen von Q, (2) sind alle reell, voneinander verschieden und im 
Innern des Intervalls —1<2< 1 enthalten. Vgl. etwa O. Perron, a. a. 0. °), 8. 368. 
Hilfssatz 3. 
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Ellipse, welche die Brennpunkte — 1,1 hat und in ihrem Innern keinen 
singularen Punkt von F(z) enthilt. 


Inhalt. 


I. Kapitel. Uber die Polynome, welche gegeniiber einer Belegung 
des Einheitskreises orthogonal sind. 
§ 1. Definition der Polynome 4, (z). 
§ 2. Uber eine Minimumsauigabe. 
§ 3. Verhalten der Polynome ¢, (z) fiir |z| > 1. 
§ 4. Verhalten der Polynome ¢, (z) fiir |z| <1. 
II. Kapitel. Ober die Polynome, welche gegeniiber einer Belegung 
des Intervalles — 1 <2 <1 orthogonal sind. 
§ 5. Definition der Polynome Q, (x). 
§ 6. Zusammenhang der Polynome ¢,(z) und Q(z). 
§ 7. Asymptotische Berechnung der Konstante «,. 
§ 8. Uber einen asymptotischen Ausdruck der Polynome Q(z). 
§ 9. Uber die Entwicklung einer analytischen Funktion nach 
den Polynomen Q, (2). 


L. Kapitel. 


Uber die Polynome, welche gegeniiber einer Belegung 
des Einheitskreises orthogonal sind. 


§ 1. 
Definition der Polynome ¢,, (#). 
Es sei f(@) eine fiir 0<9< 22 definierte nichtnegative, (ZL) inte- 


grable Funktion, die nicht fast iiberall verschwindet. Ich definiere die 
Polynome 


PolZ)> Py (%)s +++» PylZ)o ==> 
durch folgende Bedingungen: 


a) @,(z) ist ein Polynom n-ten Grades. 
b) Der Koeffizient von z” in ¢,(z) ist positiv. 


c) | 100) ¢m(2) 9, (2) a0 - ie. (z= et; m,n =0,1,2,...). 
0 


Im folgenden bezeichne ich diese Polynome kurz als auf dem Hinheits- 


kreise orthogonale Polynome, die zu der ,,Belegungsjunktion“ [f(@) 
gehoren. 
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Es sei die zu f(0) gehérige Fouriersche Reihe 


f(0)~a, + 2_>’ (a, cos nO + b, sin n8), 


d. h. es sei 


22 3% 
a, = fr) cos n0d0, 6, = t fro sin n6d9. 
o 0 
Ich setze 


¢,=a,+ib, = H, | r(@)eroae, c_,=é, (n = 0, 1, 2,...) 
0 


und bilde die folgende Schar von Toeplitzschen Formen der Variablen 
.] = Ser 
32a n 
A. £(0)\2 +a,2+...+2,2"|"d0— D “e-a%p%e 
0 p,@=0 


(z= et; n= 0,1, 2,...). 


Ich bezeichne die Determinante der n-ten dieser Formen mit D,(f). 
Dann ist 


| ey ¢ Ce 20+ Oy 
D,(f) =| c-2e-1 Co ee ee (s=0,1,2,...). 


Hepes: 


| Cn C— (n—1) C—(n—2) «++ Co 





Es gilt ferner fiir die Polynome ,(z) folgende Darstellung: 











Ce C, Cy 

6... & Ca-3 

" (z)= ———=———=———wwwen= | * +S SF He Se HEHE EHH ES 

02) Dua f) Daf) 
C— (n—1) C— (n—2) +++ Cy 
1 z a. 
(n=1,2,3 >; %o(z) =- : )o 
Ee soe VD, (f) 


Das Polynom g,(z) hangt also ausschlieBlich von den 2n-+-1 ersten 
Fourierschen Konstanten der Funktion f(@) ab. 

Aus dieser Formel ist ersichtlich, daB, wenn f(—6)=—/(@), dh. 
f(@) eine ,,gerade Funktion ist, die g,(z) lauter reelle Koeffizienten 
haben. Dann ist nimlich 6, = 0, also ist c, reell fiir alle n. 








1”) Vgl. B, § 11. 
Mathematische Annalen. 82. 14 
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§ 2. 
Uber eine Minimumsaufgabe. 
Das Polynom qg_(z) liefert die Lésung einer einfachen Minimums 
aufgabe. Es gilt naimlich der 
Hilfssatz I. Unter allen Polynomen n-ten Grades von der Form 
A, (s)=2"+a,2*"! - +a, 
ist das Integral 
(z= et@) 


‘| f(0)\A,(z)\°d@ 


dann und nur dann minimal, wenn 
ne (Tf) 
A, (2) = Vz: “fh @, | 


(Aus der obigen Darstellung von »,(z) folgt namlich fiir seinen 


ist. 
héchsten Koeffizienten der Wert 
_D, i (f) —_ D,- 1 (f)) 
VD... G)D.f) ¥ Da(f) 
Das Minimum betrdgt dann 
Da (f) (z= et@) 1), 





2) dé - dD...) 





Qa 
nu, (f)= Afr) iV Be 
3 1 
Daraus folgt durch Anwendung der Transformation z’ = z~™* der 
Unter allen Polynomen n-ten Grades B,(z) mit der 


Hilfssatz I’. 
Eigenschaft B,(0) = 1 ist das Integral 
F; | £(0)| B, (2)|*a0 (z= et@) 
0 


dann und nur dann minimal, wenn 
D, (f) 2" (1\ 19) 


(3) = Vitor ~Gy* Pa \z, 


ist. Das Minimum ist, wie oben, gleich 
_ D,(f) 
#1) = DH: 





%) Vgil. B, § 12. : 
™”) Ich bezeichne mit f(z) eine analytische Funktion, deren Koeffizienten die 
konjugierten Werte der Koeffizienten der analytischen Funktion f(z) sind. D. h. 





f(z) =f (2). 
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§ 3. 
Verhalten der Polynome ¢, (2) fiir |z| > 1. 


Hilfssatz Il. Hs sei [(0) eine fiir 0<0< 2a definierte nicht- 
negative und (L) integrable Funktion, die nicht fast tiberall verschwindet. 
Dann ist 


: . D,(f) + f 08710) a6 ' 
lim w,,(f) = lim D . (f) eo , wenn log f(0) (L) integrabel ist. 
a=x n—l } 


ws De 0 , im entgegengesetzten Falle. 
Ist log f(0)(L) integrabel, so hat man fiir |z|> 1 
a PO? oi 
z” es an 
a ee ri; 
und zwar gleichmafig fiir |z|>R>1, wo D(z) eine durch f(6) voll- 
standig bestimmte analytische Funktion bezeichnet, welche die folgenden 
Eigenschaften besitzt: 
a) D(z) ist regular fiir |z| <1. 
b) D(z) +0 fir |z| <1. 
c) D(0) ist reell und positiv. 
d) Es ist fast dberall 
lim | D(re*®)|* = (0) *). 
r=1 
Ich zeige zuniachst, wie die analytische Funktion D(z) aus der 
Funktion f(@) abgeleitet wird. Ich bilde fiir r<1 die regulire harmo- 
nische Funktion 


2a 
1—r 
9 (0,7) = 3. [log f(z) - - dz 
0 


1 — 2rcos(@ — z) mt r 


(dies ist méglich, da log /(@)(Z) integrabel ist) und mit g(z) bezeichne 
ich die analytische Funktion, fiir welche g(0) reell und 


2Rg(re'’) =g(8, r) *) 
ist. Dann hat man 
D(z) =e*” ™). 

2) Vgl. B, §§ 7 und 14. 

%t) Ich bezeichne mit Ra den reellen Teil der komplexen GriéBe a. 

%) Ist f(—e)=f(@), d.h. f(@) eine gerade Funktion, so ist offenbar g (6,1) 
eine Kosinus-Reihe, also haben die Funktionen g(z) und D(z) lauter reelle 
Koeffizienten. 

14* 
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In der Tat geniigt dann D(z) den Bedingungen a) bis c). Es folgt ferner 
nach einem bekannten Theorem von P. Fatou**) fast iiberall 
lim | D(re‘®) |” = lim e7” — el*/( — £6). 
r=1 r=1 
Ich méchte hier fiir den Hilfssatz II wenigstens in einem Speziaifalle 
einen Beweis geben, den man auch im allgemeinen Falle mit einiger Vor- 
sicht nachbilden kann. Dieser Fall ist 


f(6) =| £(z)|° (z= ei), 
wo H(z) eine fiir |z|< 1 regulire und von 0 verschiedene analytische 
Funktion bezeichnet, fiir welche #(0) reell und positiv ausfallt. (Ist z. B. 
f(9) ein positiv trigonometrisches Polynom, so ist eine solche Darstellung 
immer méglich**).) Dann ist 


2a 
1 
log £(@) 48 ° : 
anf =|H#(0)|" =(£(0))°. 
(Dies folgt unmittelbar aus dem Mittelwertsatz der harmonischen Funk- 
tionen, da log| Z(z)|* harmonisch ist.) Man hat ferner nach der Bezeich- 
nung des Hilfssatzes I 


#, (f) = Min i | |E(z)B,(2)|'d0 (z = e'@) 


fiir alle Polynome n-ten Grades B,(z) mit der Bedingung B,(0) = 1. 
Es ist aber nach der Parsevalschen Formel , 


3x 
xf E(2z)B,(z)\"d60>| E(0)B,(0)|* =(2(0))° (2=e'@), 
0 
d. h. 
u, (f) > (B(0))’. 


Es sei nun andererseits S,(z) der n-te Abschnitt der fiir |z| <1 
konvergenten Entwickelung 





F ” 1 
, ” EG) ~ fo T%Gt+---+a,2 +... \&o Em) 
ann is 


2x 22 

1 | Sp : , ' 2 

a(t) S ge | 10) | S22? do — (B(0))" + {| B(2)8,(2)| d0 (2 ~e'®), 
0 v 





™) Séries trigonométriques et séries de Taylor (Acta Mathematica 30 (1906), 
[S. 385-400] 8. 377-379). 

™) Vgl. L. Fejér, Uber trigonometrische Polynome (Journal fiir die reine und 
angewandte Mathematik 146 (1916), S. 53—82). 
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also 2 
lim sup w, (f) < (#(0))", 


a=>=z 


d. h. x 
1 
=~ J lo 710) 40 
lim «, (f) = (2(0))? = e** f 
Um den zweiten Teil der Behauptung zu beweisen, betrachte ich die 
Funktionen 








\ 
f,,(#) = B (+) % (2) (mn = 0, 1, 2,...). 
Diese sind regular-analytisch, wenn |z|> 1 ist; es sei etwa 
(n) a” 
f, (2) =a™ + +...4 > tse 


Man hat 


a” — f, (cc) = £(0) (Prat = B(e) th = Ge 





d. h. nach dem Vorhergehenden ist 


lim a” = 1. 
Es ist ferner n== 


22 Sn 
2 |e |*= F[in(s)|*40= 2. [70)\e,(2)"d0—=1 (2 =e). 


Daraus folgt 


nun ist fiir ‘le s>! 





2 a) 
5? = n)|2 n 
SE's Soe 3 -g S ier. 
d. h. 
m (f,,(2) — f,(0o)) = lim f,(2) — 1=0, 
w. z. b. w. acs a 


§ 4. 
Verhalten der Polynome ¢, (2) fiir |z| < 1. 
Hilfssatz III. Hes sei f(0) fir 0<O0< 2a fast iberall positiv 
und samt log f(0)(L) integrabel. Dann ist fiir |2| <1 
lim ¢, (2) = 0 


und zwar gleichmapig fiir |z| <r <1). 
%) Vgl. B, § 14, wo sogar die Konvergenz der Reihe 
| 0 (2) 1° +191 (2) |*+--- +1 on(s) (+... (\2|<1) 


bewiesen wird. 
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Ich beweise hier diesen Satz ebenfalls nur in dem oben behandelten Falle 
f(0) =| E(z)!* (z= ef@). 


wo H(z) fir |z <1 regular und +0 ist und H(0) reell und positiv 
ausfalit. Man hat nach dem Satz von Cauchy fiir |a| < 1 


22 





oe oe E(z) a(2) _ 1 {| E(z)¢,(z) = 
E(a)¢,(a)= aE a OS  [ Fierete) dé (z= e*@), 
\z 1 0 
d. h. 
E(a)@,(a) = 35 | 1(0) gi vols) dé (s = ef@). 
0 


Daraus folgt nach der Orthogonalitiatseigenschaft der Polynome ¢,(z) 


2x 
. er l rs 1 7 
, ‘)= . => oa { } { = 6 
E(«) @,,(@) d | 9) (gtx as P(z))y,(z)d0 (=e ®), 
0 
wo P(z) ein beliebiges Polynom n— 1-ten Grades bezeichnet. Nun ist 
die Funktion 
a l 
E(z) 1—az 
regular fiir |z|< 1; man kann somit fiir alle n Polynome n — 1-ten 
Grades P (z) angeben, fiir welche 


l 1 


E(z)1—aze *»\*)|<% 
ist, und zwar gleichmaBig fiir |z|—1 und |a|<r<1, wo lime, —0 
ist. D. h. iad 
| B(a)p,(a)| < = { 7(0) p,,(2)\d0 (z= 6), 
0 


also nach der Schwarzschen Ungleichheit 


2 2x 
E (a), (a)|* < * | 9(0) 40, 
0 


woraus die Behauptung folgt. 
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Il. Kapitel. 


Uber die Polynome, welche gegeniiber einer Belegung 
des Intervalles —1<a<1 orthogonal sind. 


§ 5. 
Definition der Polynome Q,, (x). 


Es sei p(z) eine fir — 1<2< 1 definierte nichtnegative, (L) inte- 
grable Funktion, die nicht fast iiberall verschwindet. Ich definiere die 
Polynome 


Q,(#), Q,(#), ---. Q, (a), ... 
durch folgende Bedingungen: 


a) Q(x) ist ein Polynom n-ten Grades. 


b) Der Koeffizient von z” in Q(z) ist positiv. 
1 


c) f p(x) Q,,(x)Q,(x)da=e,, (m, s = 0,1, 2,...). 


1 


Im folgenden bezeichne ich diese Polynome kurz als in dem Intervalle 


—1<£2<1 orthogonale Polynome, die zu der ,,Belegungsfunktion‘ p(x) 
gehoren. 


Ich bilde die sog. Stieltjesschen Momente der Funktion p(z) 


1 
9g, = J p(a)x"dx 
1 


und die rekurrierenden Formen 


1 


J p(x) (tj +to+...+6,2°)de=D'g, tt, (n=0,1,2,...). 
> Pp, q@=0 


Ich bezeichne die Determinante der n-ten dieser Formen mit 4,(p). 
Dann ist 





9 91 Ga- - + + I 
9; 92 9s S FS Int 

4(9)=1G@ @ Ge-+- + Selo? (n = 0, 1, 2,...). 
9, Insts In+a —— Ian | 


Es gilt ferner fiir die Polynome Q,(x) folgende Darstellung: 
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Jo VN ---In 
9, Go---Gn+i 
1 , 28) 
AL ay mer y 77) n=1,2,3,...; Q 2-7) 1 
@, (#) V4,—-,(p) 4a(p) ( o (x) VA, (p) 
Jn-1 9, --- Jen-1 
— 








Das Polynom Q,(z) hangt also ausschlieBlich von den 2n ersten 
Stieltjesschen Momenten der Funktion p(z) ab. 


§ 6. 
Zusammenhang der Polynome ¢,,(z) und Q, (x). 


Die Eigenschaften der Polynome Q,(z) will ich hier nicht ausfiihr- 
lich auseinandersetzen, sondern gehe sogleich an die Berechnung des 
asymptotischen Ausdruckes derselben auBerhalb des Intervalles — 1 <2 <1. 
Zu diesem Zwecke beweise ich zunichst den 


Satz I. Es sei p(x) eine fir —1< 2<1 nichtnegative, (L) inte- 
grable Funktion, die nicht fast tiberall verschwindet, und 


Q(z), Q, (x), ** #9 Q,, (x), eee 


seien die auf dem Intervalle —1< x <1 orthogonalen Polynome mit der 
Belegungsfunktion p(x), d.h. 


SJ p(x) Q,, (2) Q, (2) da = enn (m,n =0,1,2,...). 
Ich setze 
f (8) = p (cos@) | sin 8 | 
und bezeichne mit 
Po (2)> Py (2) - ++» Py (Bo «+> 


die auf dem Einheitskreise orthogonalen Polynome mit der Belegungs- 
funktion f (6), d.h. 


2. fr) Pu(2)~,(2)d0=—e, (2c; mn =0,1,2,...). 
0 


Dann ist 


(1) fon() + 2" o,, (+) = 0,0, (2), 


Zz 





*) Vgl. Heine, Handbuch, 1, S. 287. — Man bemerkt hier leicht einen Parallelis- 
mus, der zwischen der Theorie der rekurrierenden Formen einerseits und der Toeplitz- 
schen Formen andererseits besteht. Vgl. dariiber meine Arbeit B, Einleitung. 
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wenn 





geseizt wird und «, eine Konstante bezeichnet. 
Durch die einfache konforme Abbildung 


1 
3+ — 
£ 


2 





s= 


geht bekanntlich das Innere des Einheitskreises |z|< 1 in die lings des 
Intervalles —1<2<1 aufgeschlitzte z-Ebene iiber. Dem Rand |z| =—1 
entspricht dabei das doppelt durchlaufene Intervall —1<2<1. Die 
Abbildung ist schlicht fiir _z|<1. Die Kreise |z|=r (r <1) gehen in 
Ellipsen iiber, deren Brennpunkte — 1,1 sind und deren Halbachsen die 
Summe : ergeben. 


Es sei n>1; das Polynom Q, (az) ist durch die Gleichungen 


fic ) Q, (x) ardz =0 (0<v<n-—-1) 


(abgesehen von einem konstanten Faktor) eindeutig bestimmt. Nun ist 


1 
ae 1 (**#) 
——+8 Yn (+) =R, 3) = B, (2) 


ein Polynom n-ten Grades in 2; es geniigt also zu beweisen, daB 





force z)2’"dxz=0 (0<»<n-—1) 
ist. 
Man hat 


a 2x 
fr) Fan?) 2° dé = {r) 9,,(8) -"d0=0 (2—e8; 0<»<n—1) 
0 0 


2x 2x 

fro) Br a0—[ 706) Qan(2) **°dO—0 (208; 0S rSn—1). 
0 0 

Daraus folgt 


J 700) 25 coe vOdO=0 (2=—0c8; OS y<n-—1). 





Nun ist (6) = p(cos@)|sin@| eine gerade Funktion von 0; ,(z) hat 
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somit lauter reelle Koeffizienten. Wenn man also zu den konjugierten 


Werten iibergeht, folgt 


22 


| (0) 2* @,,, (=) cosv9dO#=0 (2=—e'; OS yc n—1) 
und also durch Addition 


22 
f £(0) R,, (cos®) cos v6 d0 = 0 (0<»<n-1), 
d. h. 


1 
S p(x) R,, (x) cosy arc cos x dx = 0 (O<rsn-1). 
1 


Daraus ergibt sich offenbar 


f p(x) R, (x) ada 0 (0O<rsn—1) 
ms 
(da cos” @ ein trigonometrisches Kosinuspolynom »-ter Ordnung ist). Da- 
mit ist die Gleichung (1) bewiesen. 


§ 7. 
Asymptotische Berechnung der Konstante <,,. 


Es sei von nun an die Funktion p(x) fir —1< 2 <1 fast tberall 
positiv und samt 
log p () 
yl x* 
(L) integrabel. Dann ist 
f (0) = p(cos®@) | sin® 
fiir 0 <0< 22a fast iiberall positiv und samt logf(0) (L) integrabel. 
Ich wende jetzt die Hilfssitze des I. Kapitels an, indem ich zunachst 
die Konstante «, in (1) berechne und als Nebenresultat einen Grenzwert- 
satz tiber die Determinanten 4,(p) der rekurrierenden Formen 
1 
(2) J p(x) (t, +t,2-4 i ta") da 
—1 
ausspreche. 


Aus (1) folgt durch Vergleichung der Koeffizienten 


(3) Ma-1(P) _ ,/Dan-1 (f) 
al Q" An(p) Den(f) Pan (9); 





wenn p(x) und f(@) auf die obige Weise miteinander zusammenhingen. 
Daraus folgt mit Riicksicht auf Hilfssatz III, daB «, fiir upenanes groBe n 
positiv ist. Man hat andererseits 
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ck = [ p(@) (Q,(2) (a -1fre 9) | 20 + 2" Deon (t)|"a0 





=2n+ ony Pon (2) 22" Pon (4) dé (z= ef@), 


Daraus folgt 
2x 


2-—22= R gn (0) { £(0 Pan (2) 2°" dO = G24 (0) oot i Pn(a)|"d 
0 





Den ( ; 
also nach den Hilfssaétzen II und III 
(4) lim «, = V2. 


Korollar. Aus (3) ergibt sich mit Riicksicht auf die Formel (4), daB 
a 2x 


2 
J f 
--—— | lo (60) 40 —~—— |} ( 
. x An-1(p) 2x cf Ta J Sp (0080) 60 
meg CO Qe 0 

n=a 2%" An(p) 


(da namlich 


22 
, {tog|sin dé J fos L == d0 = log ; (2 — ef?) 
ist), D.h. 





dz 27 
n log p (z) ) 
ae An (p) = =f yi —-z* 
a An-1 (Pp) 7 


n=-@® 


§ 8. 
Uber einen asymptotischen Ausdruck der Polynome Q,, (x). 


Ich bestimme zunichst nach dem Vorgange des § 2 eine Funktion 4(z), 
die fiir z|<1 regular und +0 ist, und fiir die ferner fast iiberall 


lim | 4 (re*®)|" = p(cos@) 
r=1 


gilt **). Ich setze dann 


D(z) =4(2)V'5". 


2") Diese Formel gestattet mannigfache Anwendungen. Vgl. Ejinleitung und 
FuBnote *) Vgl. auch J. Chokhate, Sur quelques propriétés des polynomes de 
Tchebicheff (Comptes Rendus 166 (1918), S. 28-31). 

28) Man kann, wie oben, 4(z) so normieren, daB 4(0) reell und positiv sei, 

Es ist ferner p (cos 6) eine gerade Funktion, man hat also nach § 3 A(z) = A(z). 
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o V1 —2z* denjenigen Zweig der Quadratwurzel bezeichnet, welcher fiir 
z=0 positiv ist. Dann ist D(z) regular und +0 fiir |z| <1, ferner 
ist D(0) reell und positiv und man hat fast iiberall 


lim | D(re*®)|* = p (cos) | =<" | = p(cos@) |sin@| = (8). 
r=1 


Aus den Hilfssitzen II und III, ferner aus (1) folgt fiir alle z auBer- 
halb des Intervalls (— 1, 1) 


lim «, 2"Q, (x) = lim ¢, , (2) + lim 2?" P2n(=) — ew. 








a=« ee a=2 D (<) 
wenn 
| 
z+ - 
z= {is} < 3), 
d. h. 
; 1 
s=2— V2* — 1 =—_—— 
z+yr*—1 
gesetzt wird; z— Vx* — 1 bezeichnet hier denjenigen Zweig, welcher fiir 


z= co verschwindet. Die Konvergenz findet gleichmaBig fiir |z| <r <1 
statt. Also ist nach § 7 


a =. = ea 


a=2 (2+yz*—1)” V2a 5 - fi—z* yx A(z)yi—# 








Es gilt somit der 
Satz Il. He sei p(x) fir —1<2<1 fast tiberall positiv und samt 
log p(z) 
1- 3 
(L) integrabel. Ich bezeichne mit 
Q,(z), Q,(z#), .--, Q(z), 
die auf dem Intervalle —1< 2 nd orthogonalen Polynome mit der Be- 
legungsfunktion p(x), d. h. 


1 
JS p(x) Q,,(z) Q, (x) dz=e,, (m,n=0,1,2,...). 
=i 


Dann isi fiir alle x auferhalb des Intervalles (—1, 1) 





(A) lim ——%-(2)___ _ ; ie = ee 
a=o (2+ yr" ‘yr*—1)" yz A(z) yl—z?* 
wo 
——— 1 
z=2—V2*— 1 =—"——., 
z+ yz*—1 


und zwar gleichmapig auferhalb jedes- Gebietes, welches das Intervall 
—1S2<1 enthdlt; x+V2x*—1 bezeichnet hier denjenigen Zweig, 
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welcher fiir x= co unendlich, V1—2* denjenigen, welcher fiir z= 0 
positiv ausfdllt, A(z) ist ferner eine fiir \z|< 1 reguldre und von 0 
verschiedene analytische Funktion, (4 (0) ist reell und positiv), fiir welche 
fast iberall 


lim | 4 (r e*®)|* = p(cos@) 
r=1 
ist** ). 
§ 9. 
Uber die Entwickelung einer analytischen Funktion nach den Polynomen 
Q, (x). 


Mit Hilfe des in § 8 gegebenen asymptotischen Ausdruckes von Q, (2) 
gelingt es nun, das in der Einleitung formulierte Entwickelungsproblem (1) 
allgemein zu lésen. Es gilt namlich der 

Satz III. Ee sei p(x) fir —1<2<1 fast iiberall positiv und 
samt 








(L) integrabel.. Es seien ferner 


Gite), Gila .-.+5 Gi, ... 


die auf dem Intervalle — 1 <x <1 orthogonalen Polynome mit der Be- 
legungsfunktion p(x), d. h. 


JS p(x) Q,,(x)Q, (a)dz=e,, (m, = 0, 1,2,...). 
at 
Es sei F(x) eine fir —1<2%< 1 reguldre analytische Funktion und 


f 1 
(Q) a)Q,(z) +a, Q,(2)+..-+4,Q,(%)+... (a,—/ p(=)F(2)Q,(2\d2) 


thre Entwickelung nach den Polynomen Q,(x). Dann konvergiert diese 
Entwickelung absolut und gleichmafig in jedem Gebiete, welches ganz im 
Innern einer bestimmten Ellipse E mit den Brennpunkten -- 1,1 liegt; 
sie divergiert hingegen iiberall auBerhalb von E. Die Ellipse E ist die 
groéBte unter den confokalen LEllipsen mit den Brennpunkten — 1,1, 
welche keinen singuldren Punkt von F(x) in ihrem Innern enthalten. 
Es ist dbrigens 


lim sup Via, | = E° 
wenn R>1 die Summe der beiden Halbachsen von E bezeichnet. 


**) Vgl. Heine, Handbuch, 1, 8. 178, wo diese Formel fiir p(z)=1, d. h. fir 
Legendresche Polynome abgeleitet wird. 
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1 
‘+— 


z 
5~ dem 


(Die Ellipse Z entspricht somit bei der Abbildung z = 
Kreise |z| = R.) 
Ich beweise zunichst die Gleichung 


: dpe | 1 
lim sup V a,|= B- 
Dies geschieht in zwei Schritten. Erstens beweise ich die Ungleichung 
; +, —— 1 
lim.sup Va, |< 7 


a=@® 


und zweitens zeige ich, daB es unméglich ist, daB hier das Zeichen 
bestehe. 


1. Aus der Orthogonalitatseigenschaft der Polynome Q(x) ergibt 
sich offenbar 


1 
a, = f p(x) (F(x) — K(x))Q, (x) dz. 
at 


wo K(z) ein beliebiges Polynom n— 1-ten Grades bezeichnet. Ich be- 
stimme nun fiir jedes n ein Polynom n-ten Grades K, (x), fiir welches 


| F (x) — K, (2) <si (—1<2<1) 


gilt, wo A von m und z unabhingig ist und R’<R eine feste GréBe 
bezeichnet, die zu R beliebig nahe gewahlt werden kann. Dann folgt 


1 
A 
|@,, | < ga]? (2)!@,(2) | de, 
-1 


d.h. nach der Schwarzschen Ungleichheit 


A ic Pre 
la.l<geaV f pede 
und also 
lim sup Via, | < = 


Daraus ergibt sich, da R’ beliebig nahe bei R gewahlt werden kann, 


lim sup Va, |< ¢- 


n=@ 


Es bleibt noch iibrig, die Existenz der Polynome K, (x) festzustellen. 
Dies geschieht etwa folgendermaBen. Durch die Abbildung 


1 
z+— 
= 
2 





z= 
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gehen die Kreise |z| =r und |z| =} (r<1) in eine ganz bestimmte 
Ellipse mit den Brennpunkten — 1,1 iiber, deren Halbachsen die Summe 
s geber. Daraus folgt, daB die Kreisringe 


gslti<i und 1<|2/<P 
in die oben definierte Ellipse # iibergehen. Die Funktion 


o(s)—F (22) 


ist somit regular fiir 7< \2|< R. Also ist 








()_ 
g(2) = F\~)= Dk, 2". 
Man hat aber om 
k= k= zh; | as (n=1,2,8,...), 
z|=R’ 


wo 1<R' <R ist; daraus ergibt sich, daB 


> bs” = x,(‘*:) = K, (x) 


ein Polynom n-ten Grades in 2 ist, fiir welches auf dem Intervalle 
—l<2z<1, ah. fir |z|—1, die Ungleichung gilt 
|F (2) — K,(2)|< S., 
wo A von nm und z unabhiangig ist. 
2. Ich beweise andererseits, daB die Ungleichung 


lim sup V|a, | =a< k 
n=—D 


nicht bestehen kann. Ware namlich dies der Fall, so kénnte man aus 


dem asymptotischen Ausdruck von Q, (a) (Satz IT) leicht folgern, daB die 
Entwickelung 


(Q) 4,Q, (x) + 4, Q, (%) +...+4,Q,(%) +... 


in einer gréBeren Ellipse als Z konvergiert und dort eine regulare Funk- 
tion ®(z) darstellt. Diese Entwickelung (Q) ist namlich fiir alle x 
auBerhalb des Intervalles (— 1,1) konvergent, fiir welche 


lim sup Va, Q, (#)| = a|2+Vz2*—1|<1 
ist. Nun ist der geometrische Ort aller Punkte, wo man 


|z+Va¥—i|—6 (¢>1) 
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hat, eine Ellipse mit den Brennpunkten — 1,1 und mit der Halbachsen- 


summe c. Ware also a < ¥ so wiirde die Entwickelung (Q) im Innern 


einer Ellipse mit der Halbachsensumme ‘> R konvergieren und dort eine 
regulire Funktion ®(z) darstellen. Diese Ellipse ist aber offenbar gréBer 
als Z. 

Diese Tatsache fiihrt jedenfalls auf Widerspruch, sobald nachgewiesen 
wird, daB die durch (Q) dargestellte Funktion ®(z) mit F(x) iiberein- 
stimmt. (F(z) hat namlich laut Definition der Ellipse Z wenigstens 
einen singularen Punkt am Rande von £.) 

Nun ist aber offenbar 


1 
a,—fp(z)O(x)Q,(z)dz  (n=0,1,2,...), 
=} 
dh. 


1 
JS p(x) (Fix) — ®(x))Q,(a)dz2=0 (n=0,1,2,...) 
—1 


und also 
1 
JS p(x)(F (x) — ®(z))2"dz=0 (n=0,1,2,...). 
=i 


Daraus folgt nach einem bekannten Theorem, daB F(x) = D(z) ist. 
Gleichzeitig ergibt sich, daB die Entwickelung (Q) in jedem Gebiete, 


welches ganz im Innern von £ liegt, absolut und gleichmaBig konvergiert 
und dort die Funktion F(z) darstellt. 


Ist andererseits x auferhalb von E, so ist nach Satz II 
lim V1Q,(2)| =|2+V2*—1|>R, 


a=x 


also 
lim sup V \a, Q.(a)|>1, 
d. h. 
lim sup a, Q, (x) =o, 


an=@ 


woraus die Divergenz von (Q) folgt. Damit ist der Satz III in allen 
Teilen bewiesen. 


(Eingegangen am 27. 4. 1920.) 


Zur Entwicklung willkirlicher Funktionen nach 
Lisungen von Systemen linearer Differentialgleichungen. 


Von 
Axel Schur in Géttingen. 


Das Problem der Entwicklung willkiirlicher Funktionen nach Lésungen 
von Differentialgleichungen, das fiir sich selbst adjungierte Differential- 
gleichungen 2. Ordnung zuerst Kneser*) vollstandig gelést hat, wurde durch 
Untersuchungen von Birkhoff*) und Tamarkine’) fiir die lineare Differential- 
gleichung n-ter Ordnung erledigt. 

Beide Autoren beweisen auf Grund des Verfahrens von Cauchy- 
Poincaré‘), daB jede Funktion beschrankter Schwankung im Inneren eines 
Intervalles, in dem die Koeffizienten einer linearen Differentialgleichung - 
n-ter Ordnung beliebig oft differenzierbare Funktionen der unabhingigen 


1) A. Kneser: a) Untersuchungen iiber die Darstellung willkirlicher Funktionen 
in der mathematischen Physik, Mathematische Annalen 58 (1904), S.81—147. 

b) Beitriige zur Theorie der Sturm-Liouvilleschen Darstellung willkiirlicher Funk- 
tionen, Mathematische Annalen 60 (1905), S. 402—423. Siehe auch Hilbert, 1. c. *) 
und *). 

*) D. Birkhoff: a) Boundary value and expansion problems of ordinary linear 
differential equations, Transactions of the American Mathematical Society 9 (1908), 
8. 373—395. 

b) Note on the expansion problems of ordinary linear equations, Rendiconti del 
Circolo Matematico di Palermo 86 (1913), S. 115—126. 

*) J. Tamarkine: a) Sur quelques points de la théorie des [équations différen- 
tielles linéaires ordinaires et sur la généralisation des séries de Fourier, Rendiconti del 
Circolo Matematico di Palermo 84 (1912), S. 345—382. 

b) Sur un probléme de la théorie des équations différentielles linéaires ordinaires, 
Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo 87 (1914), S. 376-378. 

*) H. Poincaré, Sur les équations de la Physique mathématique, Rendiconti del 
Circolo Matematico di Palermo 8 (1894), S. 57—156, speziell 8S. 180—133; E. Picard, 
Traité d’Analyse, 2, 1. Auflage (1898), S. 167—183, 2. Auflage (1905), S. 179—192; 
E. Hilb, Zur Theorie der linearen funktionalen Differentialgleichungen, Mathematische 
Annalen 78 (1918), S. 187—170, speziell S. 140—142. 

Mathematische Annalen. 82. 15 
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Variablen sind, eine Entwicklung nach Lésungen der Differentialgleichung, 
die n homogenen linear unabhiangigen Randbedingungen geniigen, mit kon- 
stanten Fourierkoeffizienten besitzt. Dabei miissen die Koeffizienten der 
Randbedingungen noch gewisse Relationen erfiillen, deren Bedeutung nicht 
ohne weiteres ersichtlich ist, von denen jedoch Tamarkine’) zeigt, daB die 
meisten praktisch wichtigen Randbedingungen ihnen geniigen. Das wesent- 
liche Hilfsmittel des Beweises bietet die von Birkhoff*) und unabhangig 
von Tamarkine*) aufgestellte angenaherte Darstellung eines Fundamental- 
systems der Differentialgleichung. 

Fiir Systeme von n linearen Differentialgleichungen mit n abhangigen 
Variablen entsteht nun die Aufgabe, n willkiirliche Funktionen in einem 
Intervall in verallgemeinerte Fourierreihen mit denselben konstanten 
Koeffizienten zu entwickeln. 

Zu dieser Frage liegen meines Wissens nur die Untersuchungen von 
Hilbert") in seiner Theorie der Integralgleichungen vor, wo er das Problem 
formuliert und fiir ein System von 2 sich selbst adjungierten linearen 
Differentialgleichungen 2. Ordnung die Entwicklung von 2 zweimal stetig 
differenzierbaren Funktionen nachweist. 

In der vorliegenden Arbeit soll nun das Problem fiir Systeme linearer 
homogener Differentialgleichungen 1. Ordnung, die einen Parameter linear 
enthalten, in Angriff genommen werden. Dabei beschranken wir uns zu- 
naichst auf Systeme von der Form: 


n 

(A) eM — af,(2)u;, + Don(2)u, (¢m 1,8, ...52) 

k=1 
in denen die Koeffizienten f,(2) und g,, (a) als beliebig oft differenzierbare 
Funktionen der reellen Veranderlichen x betrachtet werden und iiber die 
f,(z) noch vorausgesetzt wird, daB sie reell und positiv seien und im 
Grundgebiet a < x < b gleichmaBig den Ungleichungen: 
(B) Lo>GLf2E> .. >.> >0 
geniigen, wiahrend die g,;,(z) reell und negativ seien. Unter diesen zu- 
nachst ziemlich speziellen Annahmen lat sich die Theorie der Entwick- 
lungstheoreme iibersichtlich ableiten, die dann in einer folgenden Arbeit 
auf allgemeinere Systeme ausgedehnt werden soll. 


5) Tamarkine, |. c. *) a) S. 358—3861. 

*) D. Birkhoff, On the asymptotic character of the solutions of certain linear 
differential equations containing a parameter, Transactions of the American Mathe- 
matical Society 9 (1908), S. 219-231. 

*) Tamarkine, 1. c. *) a) 8. 346. 

*) D. Hilbert, Grundziige einer Theorie der linearen Integralgleichungen. Fiinfte 
Mitteilung. Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen. Mathe- 
matisch-physikalische Klasse (1906), S. 474—480. 
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Nachdem im ersten Paragraphen die Greensche Funktion auf Grund 
des Hilbertschen Kompositionsprinzips*) aufgestellt ist, die sich als die 
natiirliche Verallgemeinerung der von Hilbert*) fiir eine lineare Differential- 
gleichung 2. Ordnung konstruierten ergibt, wird im zweiten Paragraphen 
der Beweisgang kurz skizziert. Im dritten Paragraphen wird dann unter 
Zugrundelegung der von Perron’’) gewonnenen asymptotischen Darstellung 
der Lésungen eine solche der Greenschen Funktion abgeleitet und nach 
dem Vorgang von Hilb*') ein Netz von Integrationswegen in der 4-Ebene 
konstruiert, um dann im vierten Paragraphen nach der Methode von 
Cauchy-Poincaré das Entwicklungstheorem abzuleiten, das sich auf diesem 
Wege ganz allgemein fiir Systeme von Funktionen von _beschrinkter 
Schwankung ergibt. 

Dabei wurde zunichst iiber die Randbedingungen eine der Tamar- 
kineschen®) analoge Annahme gemacht, die sich bei unserer speziellen An- 
nahme iiber die f,(x) auf die Forderung reduziert, daB die Randbedingungen 
sowohl nach den unteren als auch nach den oberen Randwerten auflésbar 
seien. Im letzten Paragraphen wird nun durch eine genauere Untersuchung 
der Abhangigkeit der Greenschen Funktion von den Randbedingungen ge- 
zeigt, daB diese Bedingungen auch notwendig dafiir sind, daB ein System 
von n willkiirlichen Funktionen nach Lésungen des Differentialsystems (A) 
entwickelbar ist, die den n homogenen linear unabhangigen Randbedingungen 
geniigen. 

Die vorliegende Arbeit entstand im Sommer und Herbst 1919 auf 
Grund einer Anregung durch meinen verehrten Lehrer, Herrn Professor 
Hilb in Wiirzburg, dem ich auch an dieser Stelle fiir manchen wertvollen 
Fingerzeig und vor allem fiir seine unermiidliche Kritik meinen herzlichsten 
Dank aussprechen méchte. 


§ 1. 
Die Greensche Funktion eines Systems linearer Differentialgleichungen 
1. Ordnung**). 


Gegeben sei ein System von n linearen homogenen Differentialglei- 
chungen 1. Ordnung mit n abhiangigen Variablen: 


*) D. Hilbert, Grundziige einer Theorie der linearen Integralgleichungen. Zweite 
Mitteilung. Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen. Mathe- 
matisch-physikalische Klasse (1904), S. 214f. 

) QO. Perron, Uber die Abhangigkeit der Integrale eines Systems linearer 
Differentialgleichungen von einem Parameter. 2. Abhandlung. Sitzungsberichte der 
Heidelberger Akademie der Wissenschaften. Mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse. 
Abteilung A. Mathematisch-physikalische Wissenschaften (1918), 15. Abhandlung. 

1) Hilb, 1. c. *), S. 144—145. 

2) Hilbert, 1. c. *) und °*). 


15* 
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(1) SM = Af, (a) ay, (2,4) + >) gin() (2, 4) (¢=1,2,...,m), 
k=1 


dessen Koeffizienten /,(z) und g,,(x) beliebig oft nach der reellen Ver- 
anderlichen z im Grundgebiet a < xz < b differenzierbar seien. 
Dann hat das adjungierte System von (1) die Form: 


(2) 9e=—ag(2) - Su (xz)o,(#,2) ($= 1,2,...,m), 


und zwischen je zwei Lésungen u,(z,4) von (1) und v,(z,4) von (2) be- 
steht eine Gleichung: 


(3) >) u,(z, 4) 0, (2, 4) = 0, 
s=1 
wo C eine willkiirliche Konstante ist. 
Man kann also umgekehrt zu jedem Fundamentalsystem: 
(4) uv (x, 2) (s,k=1,2,...,n) 
von (1) ein Fundamentalsystem: 


(5) v, (x, A) ' (e,¢=1,2,..., 2) 
von (2) so bestimmen, daB zwischen ihnen die Relationen: 
0 fir i+k 
> 7 @) ( v” ‘= ° Aitet é 
(6) Dx ayo (2,d—= i meg (i,k =1,2,...,n) 


bestehen. aiden wir die Determinante des Fundamenteleystems (4) mit 
U, die Unterdeterminante des Gliedes u;” (x, 2) mit US”; so ergibt sich 
aus (6): 

vi us (z, a) 
(7) (2,4) = Wah 
Die Lésungen (7) wollen wir als das orthogonal adjungierte Fundamental- 
system des Systems (4) bezeichnen. 

Da nun aus (7) unmittelbar die Relationen: 


(¢,e= 1, 2,..., 2). 


(8) yu (a, 2) of” ( (t= { ote ceg (é, k= 1,2,...,%) 
s=1 l fiir t=k 
zwischen den Systemen (4) und (7) folgen, so haben die Funktionen: 
(9) y (a, &, a) Py (a, a)of(€,4) (¢,k=1,2,..., n), 
s=1 


wo & ein reeller Parameter ist, fiir z= £ den Wert 0 bzw. 1, je nachdem 
i++k bew. i= k ist. 


Entwicklung nach Lésungen von Systemen linearer Differentialgleichungen. 217 


Sind nun n homogene Randbedingungen : 


(10) D> 4, %, (a, 4) + 37d, u,(b,4)=0 (1=1,2,..., 0) 
k=1 k=1 


gegeben, und verschwindet die Determinante: 


n 


(11) 4(4)=| Dd’ a, uy (0.2) +5", uy” (b, a) (t,e=1, 2,..., 2) 
| k=1 

nicht identisch, deren Elemente die Randbedingungen (10) gebildet mit 

dem Fundamentalsystem (4) sind, so kann man ein Fundamentalsystem: 


Gf (x, é,4) = Pi2at, 6 y+ Lee wu ”( z, 2) 


2 #-—é 


(12) 7 ft Le El y (8, a)| mi! 
=D [5 eee ace, a) + f(a, 2)] ul (a, a) 
e=z1 


(¢,k=1,2,....8), egésb, ag2zgdb 


von (1) bilden, das in bezug auf 2 den Randbedingungen (10) identisch in ¢ 
und 4 geniigt und im ganzen Grundgebiet stetig ist bis auf die Stelle 
z= &, wo es in den Gliedern der Hauptdiagonale den Sprung 1 erleidet. 

Dies Fundamentalsystem (12) wollen wir das Greensche Losungs- 
system von (1) fiir die Randbedingungen (10) nennen. 


Fiihren wir (12) in (10) ein, so erhalten wir fiir die ;"(&, 4) die 
Gleichungen : 


>| Sa, u,” (a, 4) +37, ul” (b, a)| ef (&, a) 


My. . 


=7d | 


e=zi & 


a, u\" (a, )— Su u\” (, a)| vf” (é, 4), 


(2, ¢=1,2,...,%), 


i 


aus denen durch Auflésung folgt: 


bad AM (a A) 
co” ov” hs bs 
(14) (&, 4) =a" (é, a) aay ($,¢@=1,2,...,#). 
Hier hat 4(4) den Wert (11), und 4{"(4) geht aus 4(A) hervor, 
indem man die Glieder der s-ten Spalte durch diejenigen der r-ten Spalte mit 
negativem Vorzeichen vor der zweiten Summe ersetzt. Ist e=r, so ist nur 
in der s-ten Spalte das Vorzeichen der zweiten Summe zu andern. Bezeichnet 
man dann mit 4,,(4) bzw. 4,,(4) diejenigen Determinanten, die aus 4 (A) 
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hervorgehen, wenn man in der s-ten Spalte nur die erste bzw. zweite Summe 
einsetzt, so ist: 


A(d4)=4. (4) +4, (2), 
(15) ( ~ ) be\ 





A,” (4) = 4,,(4) — 4,,(4) (o=1, 2,...,% 
und (2 
n " 
A,,(4) =(—1)*"*| 5’ a, ul” (a, 4) + y Rebels. aks: 
= bet = 
(16) - ; 
»o(4)=(—1)""*| D’ a, uf” (@, 4) + 378, u:"(b, 2) Sb) u,”(b, a)|, 
}k=1 k=1 
(C=1,2,...,8; ¢=1,2,...,8e—1, 6+1,...,”; ¢=1, 2,..., 2). 


Die Determinanten 4; (4) lassen sich noch vereinfachen. Zieht man 
namlich von der r-ten Spalte die s-te Spalte ab, so bleibt in der r-ten Spalte 
die doppelte zweite Summe stehen. Zieht man dann den Faktor 2 aus 
der r-ten Spalte vor die Determinante und addiert jetzt die r-te zur s-ten 
Spalte, so erhailt man: 


} n 
(17) 49°(4) = 2(—1)**~ @*"" | >a, uf (a, 4)+ xs, » 4, (b, 4), 


|k=1 1 
n n | 
a a, U ‘ (a, 4), zz b,,u,’(b,a)}, 
Foor im | 
(¢=1,2,...,"; ¢=1,2,...,8—1, 8+1,...,r—1, r+],...,n). 


Fiihren wir nun (14) in (12) ein, so wird dies eine bilineare Form 
in u,"(a,4) und v,”(é, 2): 








(18) G°(2,&,4)=)D> y va A, (a) 0 (é, 4) ul” (a, 2), 
a= — r= mer 
ax<2z<b, ax<éi<b, (¢,&=1,2,...,%), 
wo 
: 1 4)” (a) 
(19) 4,.(4)=3 aa 
und 
: . eet... se 
(20) A,, (4) = gary [EF (a) + 0° (a) 
ist. Nun ergibt (15): 
24,,(4) fir ax éSrcb 
i=l (a) + 49° (4) = 24,,( SF Serta", 
(21) wae 4(4) + 4e (4) Brg fir a<x<ic<b, 
so daB schlieBlich aus (20) folgt: 
4as(A) 
fir a<é<rcdb 
(22) A,,(aj=~ oO 


4p, (A) 
A (a) 





fiir a<z<sisb. 
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Nun kénnen wir nach dem von Hilbert'*) angegebenen Verfahren 
die Lésungen Gi (x, é, A) zu einer im n-fachen Grundgebiet 
a<2<nb—(n—1)(b—a) definierten Funktion: 


G(z,é,’4)= Gi (a —(k—1) (b—a), &— (¢ —1) 6 —a), A) f,(Eé—(6—1) 6 —a)), 
(k—1)(6—a)+age<(k—1)(6—a)+}, (i—1)0—a)+a<Ké <(i—1)(6—a) +4, 
(¢, = 1, 2,..., 2%) 
zusammensetzen, die im ganzen Definitionsbereich bis auf die Stellen: 

(24) z,=kb—(k—1)a, (k=1,2,....n—1), %=é 


stetig und im gesamten Definitionsbereich nach alien drei Variablen inte- 
grabel ist. An der letzten Unstetigkeitsstelle erleidet sie den Sprung 1, 
an den iibrigen Spriinge, die von den Randbedingungen abhangen. 

Wir wollen diese Funktion die Greensche Funktion von (1) zu den 
Randbedingungen (10) nennen. 

Denn diese ist ebenso wie die Greenschen Lésungen durch die Rand- 
bedingungen eindeutig bestimmt und unabhangig von der Wahl des Funda- 
mentalsystems (4) von (1), das man zu ihrer Konstruktion beniitzt. Sind 
die Randbedingungen so beschaffen, daB 4 (A) nicht identisch verschwindet, 
so daB es keine Lésung von (1) gibt, die die Randbedingungen identisch 
in A erfiillt, so kann man jedes Fundamentalsystem zur Konstruktion der 
Greenschen Funktion verwenden. Verschwindet 4(A) identisch, oder hat 
es iiberhaupt keine Nullstellen, so gibt es im ersten Falle fiir jeden Wert 
von A eine, im zweiten gar keine Lésung von (1), die den Randbedingungen 
geniigt. Diese Fille kénnen also von unserer Betrachtung ausgeschlossen 
werden, da es dann keine Entwicklung nach Lésungen geben kann, die 
den vorgeschriebenen Randbedingungen geniigen. 

Betrachten wir ferner die Singularitéten der Greenschen Funktion in 
bezug auf den komplexen Parameter 4. Da das System (1) Lésungen 
besitzt, die ganze Funktionen von 4 sind, und die Greensche Funktion sich 
rational aus solchen Lésungen und den konstanten Koeffizienten der Rand- 
bedingungen (10) zusammensetzt, so folgt, da8 diese Funktion die Null- 
stellen des Nenners 4(4) zu Polen hat. Dies sind aber diejenigen Werte 
4=A,, fiir die das Lésungssystem (4) den Randbedingungen (10) geniigt. 
Das Cauchysche Integral, erstreckt iiber einen geschlossenen Weg in der 
4-Ebene, der unendlich viele Pole von G(z, é,4) umschlieBt, wird also, 
wenn alle Pole einfach sind, was wir im folgenden immer voraussetzen wollen, 
gleich einer Reihe, die nach Lésungen von (1) fortschreitet, welche den 
Randbedingungen (10) geniigen, und deren Koeffizienten im allgemeinen 





18) Hilbert, 1. ¢.%), S. 477. 
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noch Funktionen von é sind. Auf dieser Tatsache beruht die Méglichkeit, 
die Greensche Funktion zur Ableitung von Entwicklungen willkiirlicher 
Funktionen zu verwenden. 


§ 2. 
Kurze Darstellung des Beweisverfahrens. 
Es sei ein System von n Funktionen h, (x), h(x), ..., h,, (a) gegeben, 
die im Grundgebiet a < x < 6 von beschriankter Schwankung sind. Diese 


kann man nun in bekannter Weise als Differenzen zweier bestandig wach- 
sender Funktionen: 


(25) h, (x) = hy” (aw) — hf (x) (¢ = 1, 2,..., 2) 


darstellen. Wenden wir dann auch auf das Funktionensystem (25) das 
Hilbertsche Kompositionsprinzip an, so erhalten wir eine Funktion: 
(26) h(x) = h, (a — (k — 1) (6 — a)) 
= hi (2 — (k—1)(b—a)) — h® (2—(k —1) (b—a)) = h(x) < h(a), 

(k—1)(6—a)+anrz<c(k—1)(b—a)+b, (k=1,2,...,n), 
die im n-fachen Grundgebiet a < x < nb —(n—1)a von beschrankter 
Schwankung ist, wahrend ihre Komponenten h"’(xz) und h™ (2) in jedem 
Teilintervall (k—1)(b—a)+a<x<(k—1)(b—a)+b  bestindig 
wachsen und im ganzen Intervall integrierbar sind. Kénnen wir nun 
zeigen, daB h(x) und h™ (x) Entwicklungen nach Lésungen von (1) mit 
konstanten Fourierkoeffizienten besitzen, so haben wir damit die gesuchte 
Entwicklung von (25). 

Nun sei A(x) eine in den Teilintervallen 
(k —1)(6—a)+ar<(k—1)(b—a)+b 

bestandig wachsende und im Gesamtintervall a < z < nb — (n — 1)a inte- 
grierbare Funktion. Dann bilden wir die Ausdriicke: 


r nb—(n—I)a 

H(a,4)= f G(w,&,a)h(é)dé, N(w,i)— f G(x, &,a)h(é)dé, 
(27) nb—(n—l)a ; 
M(2,4)=H(xz,4)+N(az,4)= f G(x, &, a)h(é)dé. 


Betrachten wir nun die Residuenintegrale dieser Ausdriicke: 
1 
(28) 0(2) =a JAH =, LM, 2), 


(29) RN (x) = rai | N(x, 2) — 2%, [NW (x, 4)], 








+ 
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(30) M(x) = H(z) + R(z) = 5 i J aa (x, 4) = S’R,[ M(x, 2)], 
? 


erstreckt iiber eine Schar geschlossener Kurven C,, auf denen H(z, 4), 
N(xz,4) und M(z,A) regulir sind, und die mit wachsendem ,» eine be- 
liebig kleine Umgebung des unendlich-fernen Punktes der 4-Ebene: 


(31) A=A,+ 4A, =| Ale 


umschlieBen, so ergibt sich aus den Schlu8betrachtungen des vorhergehen- 
den Paragraphen, da8 die Summen rechts in der Grenze im allgemeinen 
unendliche Reihen werden, die nach Lésungen von (1) fortschreiten, welche 
den Randbedingungen (10) geniigen und deren Koeffizienten in (28) und 
(29) noch von 2 abhangen, wahrend sie in (30) Konstanten sind. Sofern 
also die vorstehenden Entwicklungen in der Grenze konvergieren, und 
zwar gegen h(x), liefern sie die verlangten Entwicklungen. 


Im folgenden werden wir nun mit Hilfe der asymptotischen Dar- 
stellung der Greenschen Funktion die Existenz solcher Kurvenscharen C, 
nachweisen und dann zeigen, da8 fiir lim ~ =o die Integrale (28) bis (30) 
konvergieren und zwar gegen die Grenzwerte: 


, 1 1 
32 lim pai ft 2,4) =+h(2—0) 
(32) hm 333 (x, 4) = 5 h( 
(33) lim p fessieay= (x+0), 
(34) lim 355 di M(a,) =} [h(x+0)+h(x—0)). 


“ 


Das letzte Integral liefert also die gewiinschte Entwicklung. 


§ 3. 
Die asymptotische Darstellung der Greenschen Funktion und die 
Konstruktion der Kurvenscharen C,. 


Fiigt man den Voraussetzungen iiber die Koeffizienten des Systems 
linearer Differentialgleichungen (1) noch die hinzu, daB die f;(z) reell 
und positiv seien und den Ungleichungen: 


(35) f,(z)>h(@)> .-- >hs(z)>Ff, (2) >0 


gleichmaBig fiir a<2<b geniigen, so besitzt das System (1) Funda- 
mentalsysteme, die fiir 4, > 0 (4 = 4, +- iA, ) asymptotisch durch die Reihen: 
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Aff, (ede ‘ 
(36) wf(a,4)~e* | *5 x0 (22) + Sale) 1] (6,b=1,2,....) 
as2z<ab 
dargestellt werden, wo: 
fo,(nae 
(37) W,x0 — 0, W, 9 (2) _ C, e* = w,(z) 
ist**), Fiihren wir nun das von Birkhoff und Tamarkine angewandte Symbol: 
(38) Wyy0(2) + D/ Wyys(#) A = [40 (2)] 
i=1 
und die Abkiirzungen: 
fo,.(avae 

(39) = ff, (z)dz, F,= = fale z)dz, w,=—w,(b)=C,e* 
ein, so kénnen wir die Darstellung (36) auch schreiben: 

(8) A es AF (2) ( 
(40) uz (z,d4)~e [0], 

us” (2,4) ~ e ¥*""(w (2x)], >. 


Dann ergibt sich fiir die Randwerte x=a und x=56 auf Grund von 
(37) und (39): 


«, (a,4)~[0], u,’ (b,4) ~e*?.(0], 


(41) 

u,” (a, 4)~[C,], u,”(b, 4) ~e*?.[w,), 4,>0, 
wo das Symbol [0] bedeutet, daB die betreffende asymptotische Reihe 
héchstens von der Ordnung —1 in 4 ist. 


In der negativen Halbebene 4, < 0 gibt es dann Fundamentalsysteme 
mit der asymptotischen Darstellung: 


= (8) / AF, (z) 
i) n—s+1 0 A 
(42) a, \z, we [ ] 


(x, 4) ~ e' Fa-e41) (441 (2)], 4, <0, 
mit den Randwerten: 
,” (a, 4) ~ [0], a” (b, 4) ~ e?*-r** (0), 
=) @” (a,4)~([Cy-o4r], G1 (6,4) we’ 7"-#*1 [wy _s4i], 4, <0. 
Fiihrt man die Werte (40) in (7) ein, so erhalt man fiir das ortho- 
gonal adjungierte System die Darstellung: 


“) Perron, |. oc. ) 8.18, Satz 2. 
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vo!” (E,4) ~ e-*F-® [0], 





(44) (r) : ] 
b v, (€,4) ~e*F@ Foi 4, >0, 
- sre 3 —1 Fe—741 0) 
(45) Ea weitere [0], 
—(r) —APFyi gi [ 1 
v, (€,4)~e n—r+1 [=a A, ate. 


Aus (40) und (44) folgt dann fiir die Produkte der Lésungen: 
(8) (r) AIP, (2)—F, (8) 
u, (a, d)vo.’(&,l4)rwe's ve 10], 


k 4 = w 
uy” (x, 2) 0p"(E, a) weitere [ED], = > 0, 


und aus (42) und (45) entsprechende Relationen fiir die iiberstrichenen 
Buchstaben fiir 4,< 0. Hier gilt die obere Formel, sobald nicht «= k 
=r=gs ist, also auch wenn 2 oder 3 der 4 Indizes iibereinstimmen. 

Um dann die asymptotische Darstellung der Ausdriicke (18) und (23) 
fiir die Greenschen Lésungen und die Greensche Funktion zu erhalten, 
miissen wir noch die Koeffizienten A,,(4) und A,,(A) darstellen. Nach 
(19), (22), (11), (16) und (17) ist jede dieser GréBen der Quotient 
zweier Determinanten. Jede dieser Determinanten laBt sich, wie (11), 
(16) und (17) unmittelbar zeigen, in eine Summe von Determinanten 
der Form: 


(47) > b,u?(b,4), Sa, ul(a,a)|,  (t=1, 2,...,n) 
| k=1 k=1 

entwickeln, wo g eine Kombination beliebiger Klasse t< nm der n Zahlen 
1,2,..., durchléuft und p eine Kombination (nm —r)-ter Klasse. Fiihren 
wir nun die Werte (41) oder (43) in die Determinanten ein, so kénnen wir 
aus jeder Spalte 1. Art der Determinanten (47) einen Faktor e*”¢ absondern 
und erhalten fiir die Determinanten (11), (16) und (17) asymptotische 
Ausdriicke von der Form: 


(48) a(4) = S![ao]e** , 
wo vs 
(49) ho= >'F, 


ist und [a,] wieder asymptotische Reihen bezeichnet. 
Betrachten wir nun zunichst den Nenner 4(4) unter der Annahme 
4, > 0, so daB die Ausdriicke (41) gelten. Dann hat das héchste Glied 


in e* den Exponenten h, = py A und den Koeffizienten: 


(50) (a,] = B>{W (6)] =|ba|>|{20(0)]) 
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Fiihren wir nun die Annahme ein, die Randbedingungen seien so be- 

schaffen, daB die Determinante B nicht verschwinde, so ist dieser Ko- 

effizient von Null verschieden. Da8 diese Annahme nicht nur hinreichend, 

sondern notwendig ist, wird im letzten Paragraphen gezeigt werden. 
Wahlt man nun, was stets méglich ist, eine positive Konstante L 

so groB, daB 

(51) |a(d4)|>4\[a,J\e*"* fir 4A>L>o 

ist, so wird in diesem Gebiet der 4-Ebene dieses Glied sicher das gréBte 

der Summe (48) sein. Man kann also 4(A) in der Form darstellen: 


isF 
(52) A(A)~wet! 


" [a], 4, >L>0, 


wo [a] ein Ausdruck ist, der in 4 und e* héchstens von der 0-ten Ordnung 
ist, aber auch wirklich das Glied 0-ter Ordnung enthilt. 


Die Zahlerdeterminanten 4" (4) enthalten nach (17) als héchste még- 


liche Glieder in e* solche von der Ordnung h,= Y’ F, — F,, haben also 


q=1 


fiir 4, > L>0 die asymptotischen Werte: 


\ 


e My - 

(53) A” (i)ne (3 "iat. 4,>L>0, 

wo [«,,] wieder einen Ausdruck darstellt, der in 4 und e* héchstens von 
der 0-ten Ordnung ist, wobei wir jedoch im Gegensatz zu oben nichts iiber 
die héchste wirklich vorkommende Ordnung voraussetzen. 


Fiir die beiden Determinanten (16), die als Zahler in A,,(A) auf- 
treten, ergeben sich entsprechend die Darstellungen: 


A,,(4)~e ti “hey 


(54) 
sR, 
A,,(4)~e% [a], 4, >L> 90, 
wo [a,,] dieselben Eigenschaften hat wie [«,,|, und [«] mit dem ent- 
sprechenden Ausdruck in (52) im héchsten Gliede iibereinstimmt. 
Aus (19) und (22) ergibt sich dann mit Riicksicht auf (52) bis (54): 
A,,(4)rwe“"[B,,], 4>L>0 
(55) A,,(4)~e*"[B,,.], 4>L>0, a 
A,,(4)~ —[1] » Ares, a< 


aa? B&= 
wo die [f,,] und [f,,] die Eigenschaften von [«,,] haben. 
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Fiihren wir dann (46) und (55) in (18) ein und ziehen aus den 
Symbolen [0] iiberall den Faktor 4~* heraus, so erhalten wir fiir die 
ay ( z,&,4) die folgenden asymptotischen Ausdriicke fiir das Gebiet 
4,>L>0: 

Lis>L>0, axségz, 


(56) Gy ( (x, é, 4)~ 1 5 56 A(P,(2)-F At ite PF.) As? (a, &)], 


s=1 r=1 


wo [As (a, &)] eine Funktion von z,é und 4 ist, die in 4 und e* héch- 
stens von der 0-ten Ordnung ist. 


I. 4>L>0, #z<§ Sb, 

(57) Gf (2, &,4)~ 1 SS elle (=) 7 4S (ae, &)], 
we #=1 r=1 

h,,.(z, &) = F(z) — F,(é) — F,, 
(58) . . 

h,, (2, é)=F,(z)—F a($)> 
und 

kk [ wy (2) | 

(59) [Age (x, &)) = — 41 ®: 


nach den letzten Formeln (46) und (55), wahrend sonst [A/? (x, ¢)] die- 
selben Eigenschaften wie bei (56) hat. 

Durch die Formeln (56) bis (59) ist die asymptotische Darstellung des 
Greenschen Lésungssystems (18) fiir 4, > L > 0 gegeben. 

Um dann dasselbe System in der andern Halbebene 4, <0 asym- 
ptotisch darzustellen, benutzen wir ein beliebiges Kelenionaben von (1), 
das eine Darstellung durch die Reihen (42) zulaBt. Dann ergeben sich 
genau wie auf S. 223 fiir die Determinanten 4 (A), 4{ (4), 4,, (A) und 4,, (4) 
Entwicklungen von der Form: 


(60) nz (4) = S’ [a,]e**o, 
wo die Exponenten von e* ‘ 
(61) eS a 


positiv sind. 
Da A, < 0, so hat in 4(A) das Glied héchster Ordnung den Exponenten 
h, = 0 und den Koeffizienten: 


(62) [a] = A <[W (a)] =|a,|>|[%4.0(a)]]- 


Machen wir nun beziiglich der Randbedingungen noch die weitere 
Annahme, daB auch die Determinante A nicht verschwindet, so ist dieser 
Koeffizient sicher von Null verschieden. 
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Wahlen wir dann die Konstante L so groB, daB neben (51) auch die 
Relation: 


(63) |a(2)|>5 (a}| fir 4,<-L<o 
besteht, so ist in diesem Gebiet der 4-Ebene sicher dies Glied das gréBte 


in der Entwicklung (60) fiir 4(4) und man erhalt die asymptotische Dar- 
stellung: 


(64) A(a)~[a], 4,<—-L<0, 


1 
wo |@| wieder eine Funktion von 4 ist, die 4 und e* héchstens in der 
Q-ten Ordnung enthalt, wobei das Glied 0-ter Ordnung sicher auftritt. 
Fiir die Koeffizienten von (18) ergeben sich dann entsprechend wie 
vorher die asymptotischen Ausdriicke: 


A,, (A) ~e**a-r +1 [B], A, «< — J <.v, 

(65) 4.(a)~ i . @o-B<a orcs. 
se 1 = = 
A, (A) we *-e+1 [8], 4<—-L<0, 2e<édb. 


Fiihren wir nun die Werte (65) und die zu (46) entsprechenden mit 
gestrichenen Buchstaben in (18) ein, so kénnen wir, da die Summation 
sich iiber alle Werte der Indizes s und r von 1 bis n erstreckt, in den 
Exponenten von e* die Indizes n —r-+-1 und n —s-+-1 wieder durch r 
und ¢ ersetzen und erhalten nach entsprechenden Reduktionen wie bei 
(56) bis (59) die Ausdriicke: 





lLi4<-—-L<0, esgic, 

P a ee A - ether % 5) | 4 
(66 ) G; (z,&,4)~ 2 > — [Ag (x, €)], 
a> @=1 r=1 
abs h,,(z,&) =F, (2) — FP, (é)+ F,, 
we) h,, (2, &) = F,(x) — F,(é) 
und f 
(68) (Aft (2, €)] = i [=| 


ist, wahrend die iibrigen [A}*(z,£)] Funktionen von z,é und 4 sind, 
die 4 und e* héchstens in der 0-ten Potenz enthalten. 


I. i4,<—L<0, «e<gé Sb, 


(69) GP (2, é,4)~ > [Ab (ze, 8)), 


wo 


(70) h,, (x, §) =F, (x) — F,(é)+ F, 
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ist und diese Formel auch fiir s =r gilt, wahrend alle (is (a, €)] solche 
Funktionen von z,é und 4 sind, die in 4 und e* héchstens von der Ord- 
nung 0 sind. 

Die Formeln (56) bis (59) und (66) bis (70) geben dann eine asym- 
ptotische Darstellung des Greenschen Lésungssystems (18) in der ganzen 
4-Ebene auBerhalb des Streifens — ZL <4, < + L und zeigen, daB auch 
fiir groBe Werte von |4| in diesem Gebiet keine Pole dieses Funktionen- 
systems liegen, da der Nenner zufolge (51) und (63) oberhalb einer end- 
lichen Grenze bleibt und der Zahler sich als ganze transzendente Funktion 
von 4 darstellt. Wir kénnen also auBerhalb des Streifens jede Kurven- 
schar C,,, langs deren |4| oberhalb einer gewissen Grenze bleibt und fiir 
lim « = oo beliebig groB wird, als Integrationswege fiir die Kurveninte- 
grale (28), (29) und (30) wahlen. 

Es bleibt noch die Bestimmung regularer Integrationswege innerhalb 
des Streifens —Z <i, < +L. Nach dem Vorstehenden handelt es sich 
dabei um die Aufgabe, solche Kurvenscharen innerhalb der beiden Streifen 
+L>i,=>0 und 0>A1, >[— L wu finden, daB auf ihnen: 


a [a,}e**” 
Ds (a, | e** 


a 





> HM, in +L 2ji,]>0, 





)a(2)| = 
(71) , 
)| = 


|a(a 
| 








>M, in 024,2-L 


ist und entsprechende Kurven sich in demselben Punkte der Geraden 4, = () 
treffen. 

Fiir dies Problem hat Hilb**) eine Lésung gegeben, die sich direkt 
auf unsern Fall iibertragen la8t. Insbesondere l&Bt sich nach dieser Methode 
leicht zeigen, daB Kurvenscharen, die aus den auBerhalb des Streifens 
+L =i, >— L gelegenen Stiicken konzentrischer Kreise um den Anfangs- 
punkt und den innerhalb des Streifens verlaufenden Sehnen A, = const 
dieser Kreise bestehen, die obigen Bedingungen befriedigen. 

Im niachsten Paragraphen werden wir sehen, da8 auf diesen Kurven- 
scharen die Integrale (28) bis (30) gegen die Grenzwerte (32) bis (34) 


konvergieren. 
§ 4. 
Der Konvergenzbeweis. 


Im vorigen Paragraphen haben wir mit Hilfe der asymptotischen 
Darstellung des Greenschen Lésungssystems die Existenz von Kurvenscharen 
C,,, wie sie im zweiten Paragraphen (S. 9) gefordert wurden, nachgewiesen 





%) Hilb, 1. c.*), S. 144—145. 
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und besonders einfache derartige Scharen angegeben. Nun miissen wir 
noch die Konvergenz der Integrale (28) bis (30) auf diesen Kurven und 
ihre Grenzwerte untersuchen. Wir werden die Entwicklungen fiir das 
Integral (28) vollstindig durchfiihren. Fiir das Integral (29) verlaufen 
sie durchaus analog und sind damit auch fiir (30), das ja die Summe der 
beiden vorherigen ist, geleistet. 

Zu diesem Zweck miissen wir zunichst den Integranden H (x, 4) lings 
der Kurve lim C, abschitzen. Nach (27), (25) und (23) ist nun, wenn 


4=@ 


x im k-ten Intervall (k —1)(b—a)+anxr<(k—1)(b—a)+ 6 liegt: 


H (x, 4) = G(x, §,)a(e) 
E—1 (§-1) @—a) + 
=» Gf (x — (k —1)(b — a),  — (i —1)(b —@), A) 
§=1 G-1)0-«) +6 f,(€—(@—1) (—a)) h, (E—(i—1) (b—aa) dE 





(72); 
fe (a2— (k—1)(b—a), €— (k—1)(6—a), 4) f,(E —(k—1)(6—a)) 
(k—1)@—a) +a h(E — (B—1)(6 — a) dé 
- Sore, g, a) (EDI ( pae+ fare.e 1A) fi, (&)hy (B48, 
t=1, 
wo 
(73) =—2—(k—1)(b—a)<b 


ist. Teilen wir dann die Intervalle a< é <b jeweils durch den Punkt Z 
in zweia <§<#,%<é<b}, 80 erhalten wir lauter Integrationsintervalle, 
in denen die Differenz Z— é ihr Zeichen nicht wechselt. H(z, 4) erhalt 
dann schlieBlich die Form: 


k-1% 


(74) H(z, A) — E, a) f,(E) h(E) a8 
k-1 b = 
+X Jove. a) A (e)h(G)dE + [OR (z, &, 4) f (EDA (EAE. 
t=1 a 


Auf die Pen Integrale von (74) sind dann die Ausdriicke (56) bis (59) 
und (66) bis (70) fiir die asymptotische Darstellung der Gj’ (x, &,4) an- 
wendbar. 

al aaa nun die A-Ebene (A= |A\e**) durch die 4 Strahlen 


= += tay in die 4 Sektoren: 
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oe x 1 a 1 x 1 
— St ae < 9 <= Se >-—s7s5t—=; 
(75) » Val a vi a a via 
a 1 32 1 32 l 32 1 
St as << OS oe > -=7S9Ss3at+-=> 
2 via sli 2 via] 2 via 


in denen A, und A, den Ungleichungen geniigen: 

4, > vidi, A, < Vv ia|*— 4]; l4ls Vial, 44| =>} yiar- \A|; 
4<—ViA, > —ylalt—lals lal SVD, lle ylal*— ai. 
Wachst dann |A| iiber alle Grenzen, so werden die Sektoren 2 und 4 he- 
liebig schmal, doch bleibt in ihnen 4, dem absoluten Betrage nach iiber 
jeder angebbaren Grenze. In den Sektoren 1 und 3, die nahezu die 
Breite 2 erlangen, bleibt 4, dem absoluten Betrage nach iiber jeder 
Schranke und wird im Sektor 1 positiv, im Sektor 3 negativ. 

Schitzen wir zunichst H(z, 4) lings der Kurvenstiicke in den Sek- 
toren 2 und 4 ab. Durch Einfiihrung der asymptotischen Darstellungen 
erkennt man sofort, daB sich (74) aus einer Summe von Integralen der 
Form: 


(76) 


(7?) Je = tfowy. neiheriwn dy 
und ; 

(78) IH ={g(n)e*-dn, 4, <0 
besteht, wo " 


fe” ., 
(79) y=F,(z), »=F,(&), g(n)=g,(n)e” ‘*” 


gesetzt ist und die g,(7), 9,,() und f,(m) diejenigen Funktionen sind, 
die aus k,(é), g,,(€) und f,(€) durch die Subtitution von 7 hervorgehen. 
Dann ergibt sich fiir (77) sogleich die Abschitzung: 


( 80) \Jit |< Fy Jlo(y mermrmndy < Zh, 


da auf dem ganzen Kurvenstiick innerhalb des Sektors, sowohl auf der 
Sehne, wie auf den Kreisbogenstiicken die Relation: 


(81) AA, (yn)<m,, OSySF,, 0SncF, 


gilt, wo m, ebenso wie M, eine endliche Konstante und F, bzw. F, die 
durch (39) eingefiihrten Konstanten sind. 

Fiir das Integral (78) ergibt der zweite Mittelwertsatz unter der An- 
nahme, daB die g,,(¢) und also auch die g,,(7) reell und negativ seien, 
so daB g(7) monoton wachsend wird: 

Mathematische Annalen. 82. 16 
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a y 
(82) \Jir|= (0) {e%-man + g(y) [et-ndn| 
vi) d 
Ay__ Aw—-d _ gAly—a) 
=| 9 (0) —=$— + g(y) | 


da ja gemaB (78) A, < 0 ist. 
Innerhalb des 2. und 4. Sektors gilt also fiir H(z,4), das sich aus 
Summanden der Form (80) und (82) zusammensetzt, die Abschiatzung: 


M, 
(83) H(z,4)| <=. 


Von diesem Ausdruck ist jetzt das Integral lings der Sehnen iiber 4, 
von +L bis — L und lings der Kreisbégen von + = + oa bis +3 + “ 
2 


liber m zu erstrecken. Das erste Integral er 














| +L 
1 
& nian 
(84) init ; | A(x.) ayaa, < Tit | oar 2, 
=Z 
das zweite: 
a L a L 
Ra fae! 
| | 
(85) lim |— vi HI a)aa| < Mali mie. 
lim | 35 (2,4) ~ 2 Aid i = 5 tm Via) | 
2 ~ Vial :~ via) 


Das Kurvenintegral (28) bleibt also auf den Kurvenstiicken innerhalb 
der Sektoren 2 und 4 seinem absoluten Betrage nach kleiner als — und 
VIA) 
und liefert mit wachsendem || einen beliebig kleinen Betrag. 


Betrachten wir nun H(z,/) im ersten Sektor. In ihm ist 4, > V|A| 
beliebig groB positiv, es gelten also die Formeln (56) bis (59). Dann 
folgt sofort, daB (74) aus einer Summe von Integralen der Form: 


(86) I =Tfoly.nermondn, 


besteht, wo wieder die Substitution (79) eingefiihrt wird. Dann ergibt 
die ceases da 


(87) A, h,.(y.n) <0 fiir O0sysF,, 0<n<F, 
ist, nach dem ersten Mittelwertsatz: 


(ss) leis: a(ysn)|| fearon ndy <a <. 
= 14I ayia.) ™ jal yia 
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und 
(89) |H(x,4)| << Me 
|Al y|4] 
Dieser Ausdruck ist nun zwischen den Grenzen — s+ = UD 7 nF 
nach @ zu integrieren und man erhilt: vial vial 
a1 [a 3 
2 Val 2 Va 
: 1 ,| Mlal 1 M, 2) M 
90 lim| 51 [ z,A)di' < + — — | dg = —* (; _ 7) <2: 
as Be aati) ( | ~ aj via] 2# ing Viajax\ vial) > Via 
ay aw oe > —— 
a vial 2 vi 


Also liefert auch das Integral iiber den ersten Sektor mit wachsendem || 


einen wie = unendlich klein werdenden Beitrag zum Kurvenintegral. 


vi4| 
Gehen wir endlich in den dritten Sektor. In ihm ist 4,< — VjA| 
mit wachsendem |/| beliebig groB und negativ. Es gelten also die 
Formeln (66) bis (70), aus denen man ersieht, daB (74) sich aus einer 
Summe von Gliedern der Form (86) mit der Nebenbedingung (87) und 
dem Integral: 


(91) a - {2a 9,(n)ee-Mdn, a, <—VIAl 
0 


wx (7) 





zusammensetzt, wo W,, g, diejenigen Funktionen sind, die durch die Sub- 
stitution (79) aus w, und A, hervorgehen. Die Glieder der Summe kénnen 
dann nach (88) abgeschitzt werden, und ihr Beitrag wird nach (90) be- 
liebig klein. Einen endlichen Beitrag zum Kurvenintegral liefert also nur 


der Integrand (91), iiber den das Integral lings des Kreisbogens von 
a (ie is os ee zu erstrecken ist 
2° Via 2 TA ' 


v/A| 


Setzen wir nun: 


92) gx(n) _ ge(y—9) , ge(n) _ ge(y—9) 
(s @s(n) We(y—0) | x(n)  we(y—0)’ 


so geht das Integral (91) tiber in: 





uv 
wie = , 
Hit [aia —oete-vdn— | (GIES — BE )ete-omiadan, A < 





Diese Integrale braucht man nun nur in dem kleinen Intervall y— «<n Sy 
zu untersuchen, da im Rest des Intervalls 0 < 7 < y—e der Betrag des 
Integranden kleiner bleibt als e+* < e~V4l*, also bei der Integration iiber 
einen in der Grenze verschwindenden Beitrag liefert. 

16* 
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Das erste Integral ergibt nun: 
Ae 


v 
(94) Jit: = a(y—0)[etrdn—aly -0)+" » O¢e<c}; 





das zweite wird nach dem zweiten Mittelwertsatz: 





y 
kk - guy ~ *) gx (y ~ 0) \ , 
OF >= — ( = 7 = . 
(95) Jeee W.\Y d)\ we (y —e) We (y — 0)/ ay 
y—é 
ge(y—*)  gx(y—0)\1—e*' 





= @,(y —- *)\S.(y—e) ” ta(y—0) =< ,0<d<e, 


da die Funktion a in dem kleinen Intervall y—e <1 <y als stetig 


und monoton wachsend betrachtet werden kann. Setzen wir nun 


ge(y—%) ge(y—0) 
9 _ 0) 
(96) @,(y 0) (EG=5 - we(y—0) 





= 4 
/ 


so werden e*’, e** und y beliebig klein, und man erhalt unter Vernach- 
lassigung der groBen negativen Potenzen von e fiir (91) den Wert: 





(97) T= aly— OZ +77: 
Das mete aa wird dann: 
e.2. Bx 1 
dat vidi 2 via 
(98 ) lin fest 1a oe fay + ers a1 fao+i}. 
a 1 
** via) s+ 2 Via 
Die beiden Integrale ergeben: 2 — ai und man erhilt: 
i= 
(99) lim inf a oe A eee wee ee 
| : oe a mi) + 7a ( im) 
<7 =39.(y—9), 


da y mit ¢, also beliebig wachsendem |4| gegen Null konvergiert. 

Nun liefert nach dem Vorstehenden nur das Integral (99) einen 
endlichen Beitrag zu dem Kurvenintegral (28). Ersetzt man nun wieder 
y und » durch z und &, so ergibt sich: 

(108) | lim = zai Hl A )di=Sh (2 — (k —1)(6— a) —0)= 5 hl (a—0), 
ice 1)\(6—a)+aazez<c(k—1)(b—a)+8), 
und damit die Formel (32). 
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Entsprechend verifiziert man die Formel (33), aus der durch Addi- 
tion zu (32) die Beziehung (34) fiir die inneren Punkte des Intervalles 
(k—1)(b—a)+a<2<(k—1)(b—a)+ 5 folgt. 

Zerlegen wir nun wieder die Funktion A(z) in ihre n Teile h,(z), 
indem wir die n Zweige in den aufeinanderfolgenden Intervallen als selb- 
standige Funktionen betrachten, so erhalten wir fiir die n Funktionen h, (2) 
Entwicklungen mit denselben Koeffizienten, die sich nur durch die Ele- 
mente des Lésungssystems (4) unterscheiden, die sie enthalten. Es wird 
zunachst : r% 

(101) 3(h,(z—0)+A,(2+0)) = DD ui? (2, 4,)C,,, aca. 
p=ise=1 

Nun sollten die n Lésungen u,"(x,4,) die Randbedingungen (10) 
erfiillen. Bezeichnen wir mit U,(z,4,) eine irgendwie normierte Lésung 
von (1), die die Randbedingungen erfiillt, so unterscheiden sich alle iibrigen 
derartigen Lésungen von ihr nur um einen konstanten Faktor. Man findet 
also allgemein: 


(102) up” (2, 2,) = ¢,U, (x,4,) 
und 
4 


(103) dui? (2, 4,)0,, = U,(#,4,) > 


e=1 


€,C,, = U,(2,4,)C,; 


2 ap P 
endlich fiir die Entwicklung: 


(104) 3(h,(2—0)+h,(2+0)) = DU, (2,4,)C,, a<x<b, 
=i 
wo C, die Form hat: : 


n n b nm b 
| (105) 0, =>) de, | h(E) fi(e) vl? (¢. d,) dé => [aK VE AE, 
s=ié=1 ¢ é=1 § 
und die vy” (€,4,) und V;,(é,4,) Lésungen des adjungierten Systems (2) 
sind, die den adjungierten Randbedingungen**) geniigen. 

Wir haben also das Problem, ein System von n Funktionen h, (2), 
die im Intervall a << «<b bestindig wachsen, im Inneren dieses Inter- 
valles in Reihen mit denselben Fourierkoeffizienten zu entwickeln, die nach 
Lésungen von (1) fortschreiten, die den Randbedingungen (10) geniigen, 
unter der Annahme (35) fiir die f,(2) und der Voraussetzung, da8 weder 

die Determinante B in (50) noch A in (62) verschwinde, vollstandig ge- 
lést. Bilden wir dann ein Funktionensystem beschrinkter Schwankung 
h,(z) im Intervall a<2<b, das sich also als Differenz zweier Systeme 


| 1) Birkhoff, l. c. *)a, S. 375—379. 
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der vorigen Art darstellen la8t, so zeigen die Formeln (105), da® auch 
in den Koeffizienten der Entwicklungen nur die Differenzen der Elemente 
der beiden Funktionensysteme, also die Funktionen beschrankter Schwan- 
kung auftreten, so da8 wir fiir die Entwicklung von n willkiirlichen Funk- 
tionen A,(z), die im Intervall a<2<b von beschrinkter Schwankung 
sind, dieselben Formeln (194) und (105) erhalten. 

Wir kommen so zu dem Satz: 

1. Gegeben sei ein System linearer homogener Differentialgleichungen 
1. Ordnung: 


(A) SM = Af,(a) 14, (@,4) + 3 gin (2) (2,2) (6 =1,2,...,2), 
k=! 

dessen Koeffizienten f,(xz) und g,,(x) beliebig oft nach der reellen 

Variablen x difjerenzierbar seien, wobei die f,(x) reelle positive Funk- 

tionen seien, die den Ungleichungen 

(B) f, (@) > f, (2) > --. > fa-s(%) > f(z) >0 

gleichmafig im Intervall a<2<b geniigen, endlich die g,;(x) reelle 

negative Funktionen seien. 

Dann kann man jedes System von n Funktionen: 


(C) h, (x) (k=1,2,...,n), 

die im Intervall a < x <6 von beschrankter Schwankung sind, in Reihen: 

(D) 4(A,(2—0)+4,(2+0))=— DU, (2,4,)C,  (k=1,2,..., 0) 
p=1 


mit denselben konstanten Fourierkoeffizienten entwickeln, die nach solchen 
Lésungen U,(xz,4,) von (A) fortschreiten, welche n homogenen linear 
unabhangigen Randbedingungen: 


(E) >) %,%,(@,4) + 57b,,4,(b,4)=0 (1=1,2,...,2) 
k=1 b=1 
geniigen, deren Koeffizienten die Relationen: 
(F) A=|a,|+0, B=|b,|+0 (1,4=1,2,...,9) 
erfiillen. 
§ 5. 


Untersuchungen iiber die zulissigen Randbedingungen. 


Im vorstehenden haben wir das Entwicklungstheorem fiir n willkiir- 
liche Funktionen unter der Voraussetzung beziiglich der Randbedingungen 
abgeleitet, daB in der Koeffizientenmatrix: 


(105) | 





A,» b,, || (i, k=1,2,..., 2) 
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derselben die Determinanten: 
(107) A=|a,,|, B=|b,,| (1, b—=1, 2, ..., 8) 


beide von Null verschieden sind. Es entsteht nun die Frage, ob es noch 
andere linear unabhingige homogene Randbedingungen gibt, fiir die die 
n Entwicklungen konvergieren. Wir werden im folgenden sehen, daB unter 
der von uns in dieser Arbeit eingefiihrten Annahme, daB die Koeffizienten 
f,(z) des Differentialsystems (1) reell und positiv seien und den Un- 
gleichungen (35) geniigen, die obigen Forderungen die notwendigen und 
hinreichenden Bedingungen fiir die Entwickelbarkeit von x willkiirlichen 
Funktionen sind. 

Die Randbedingungen gehen in die Greensche Funktion @(z, é, A) 
und damit in die Entwicklungen durch die Determinanten 4(4), 4{”(), 
4,,(4), 4,,(4) ein. Diese Determinanten lassen sich nun leicht auf eine 
Form bringen, in der man den Einflu8 der Randbedingungen sofort er- 
kennen kann. Denn aus (11) ergibt sich unmittelbar die Darstellung: 

| 9, ‘#) | 

a.) } | %, (a, A) 

(108) 4(4)=) itn ba >| e006, 2) 

wo p und g irgend zwei Kombinationen der Zahlen 1, 2, ..., durch- 

laufen, fiir die die Summe der Glieder gleich n ist. Dies kann man auch 
kiirzer in Form eines Matrizenproduktes schreiben: 


(t,¢ =1,2,...,m), 





u,” (a, 4) 
uj” (b, A) | 
Wir wollen die erste Matrix die Randmatrix, die zweite die Lésungs- 
matrix nennen. 

Aus der Determinante 4(4) geht nun 4,”(4) dadurch hervor, daB 
man in der r-ten Spalte der Lésungsmatrix die uy’(b, 4) durch Nullen, in 
der s-ten Spalte die ui” (a, 4) durch Nullen und die w;”(6,2) durch uy” (b, 4) 
ersetzt. 4,,(4) bzw. 4,,(4) erhalt man aus 4(4), indem man in die 
-te Spalte fiir die w,”(b, 4) bzw. us’(a, 4) Nullen einsetzt. 

Fiihrt man in die Darstellung (108) die asymptotischen Werte (41) 
ein, so ergibt sich unmittelbar, daB die héchsten Potenzen von e* in der 
Determinante 4(4) und ihren abgewandelten fiir 4, > 0 durch die Koeffi- 
zienten derjenigen nicht verschwindenden Determinante n-ter Ordnung der 
Randmatrix geliefert werden, die die meisten Spalten b,, enthalt, und fiir 
4, < 0 durch diejenige, welche die meisten Spalten a,, enthalt. Sind mehrere 
Determinanten, die die Héchstzah] der Spalten 6,, bzw. a,, enthalten, von 
Null verschieden, so liefert im ersten Falle diejenige Determinante die 


@,,, 5, 





(109) 4(i)=| 














(i, es, B= 1,2, ..., 2). 
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héchste Potenz von e’, fiir die die Indizes k méglichst kleine Werte an- 
nehmen, im zweiten Falle umgekehrt diejenige, fiir die die Indizes k még- 
lichst groBe Werte annehmen. 

Nun beruhte unser Konvergenzbeweis wesentlich auf den Abschatzungen 


4"(4) Aes (d) Ave(A) 
4(4) * AfA)*® Aa)’ 
(81) und (87) gleichmaBig fiir das ganze Grundgebiet ergaben. Fiihrt man 
unter der Annahme, daB einer oder beide Ausdriicke (107) verschwinden, 
die entsprechenden Abschaétzungen auf Grund der vorhergehenden Betrach- 
tungen aus, so ergibt sich, daB es im Grundgebiet OS y< F,, OS n<F, 
stetige Teilgebiete gibt, in denen der gemaB (87) gebildete Ausdruck 
A,h,.(y, 7) positiv ausfallt, so daB die entsprechenden Integrale (86) mit 
‘A! wie Exponentialfunktionen unendlich werden und folglich die Integrale 
(100) bzw. (82) divergieren. Konvergenz kénnte nur dann eintreten, wenn 
sich in der Summe (73) die stérenden Glieder wegheben wiirden. Das be- 
dingte aber Relationen zwischen den h,(z), so da8 nicht mehr alle n Funk- 
tionen willkiirlich gewahlt werden kénnten. Damit ist aber bewiesen, daB 
die Bedingungen (107) oder (F) des vorigen Satzes notwendig und hin- 
reichend dafiir sind, daB man ein System von n willkiirlichen Funktionen 
nach Satz 1 entwickeln kann. 
Wir erhalten so den Satz: 


2. Die Bedingung (F) des Satzes 1 ist nicht nur hinreichend, sondern 
auch notwendig dafiir, daB n willkiirliche Funktionen nach den Losungen 
des Systems (A) mit den Randbedingungen (E) entwickelt werden kénnen. 
Ist die Bedingung (F) nicht erfillt, so miissen, damit die Entwicklungen 
(D) konvergieren, Relationen zwischen den n Funktionen (C) bestehen, so 
daB diese nicht mehr alle willkiirlich sind. 

Auf die sich hier anschlieBende Frage, ob und wie viele willkiirliche 
Funktionen noch entwickelbar sind, wenn diejenigen nicht verschwindenden 
Determinanten der Randmatrix, die die meisten Spalten b,, bzw. a,, ent- 
halten, weniger als n Spalten der verlangten Art enthalten, will ich in dieser 
vorbereitenden Arbeit nicht eingehen. Durch Satz 2 ist ja die Frage der 
Entwickelbarkeit von n willkiirlichen Funktionen nach Lésungen von (A), 
(B), die den Randbedingungen (E) geniigen, zu einem gewissen Abschlu8 
gebracht. 


aus denen sich die Relationen 





(55) und (65) fir 


(Eingegangen am 4. 5. 1920.) 

















Eine Bemerkung tiber die Funktionalgleichungen der 
isomorphen Abbildung. 


(Aus einem Briefe an E. Noether.) 
Von 


Alessandro Terracini in Turin. 


.... Sie beweisen am Ende Ihrer Abhandlung ,,Die Funktionalglei- 
chungen der isomorphen Abbildung‘‘ (Math. Ann. 77 (1916)): Wenn ¢(z) 
eine eindeutige und wnstetige Funktion der komplexen Veranderlichen 
z=—2z-+iy ist, definiert in der ganzen komplexen Ebene, welche die 
beiden Funktionalgleichungen 


p (s+ 2’) = (2) + 9(2’), 
yp (2-2") = p(2)-y(2’) 
befriedigt, so ist m(z) notwendig ,,extrem“ unstetig, d.h. m(z) nimmt in 
jedem beliebig kleinen zweidimensionalen Gebiet R der z-Ebene Werte 
an, die sich jedem vorbestimmten Werte beliebig nahern. Dazu mache 
ich die Bemerkung, daB die etwaigen') Funktionen, die den gestellten 
Bedingungen entsprichen, so zu sagen noch viel unstetiger sind, und zwar 
in dem Sinne, da8 sie schon auf jedem Bogen jeder analytischen Kurve 
der z-Ebene Werte annehmen, die sich jedem vorbestimmien Werte be- 
liebig nahern. 

Um zu diesem Resultat zu kommen, beweise ich der Reihe nach 
die folgenden Behauptungen: 


1. Auf jeder Strecke s der z-Achse gibt es solche z, fiir welche | y(z)| 
beliebig groB ist. In der Tat, gesetzt p(x)=—u(xz)-+iv(z) mit reellen 


1) Erlauben Sie mir, mich dieses Adjektives zu bedienen, da ich ein vom Zer- 
meloschen Auswahiprinzip unabhingiges Resultat zu formulieren wiinsche. Ihr Be- 
weis fiir die extreme Unstetigkeit im Komplexen, und ebenso der vorangehende Be- 
weis von Hamel (Math. Ann. 60 (1905), S. 459), daB die reellen Lésungen von 
{(z+y)=f(z)+f(y) im Reellen extrem unstetig sind, ist ja ebenfalls unabhingig 
vom Auswahiprinzip, da die Basis an dieser Stelle im Grunde nicht benutzt wird. 
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u und v, so wiirde man aus dem Vorhandensein eines solchen M, daB 
fir jedes z aus 8: |p(z)|< M wire, da |u(z)|<|(z)| und 
|v(z)|<|@m(a)|, darauf schlieBen kénnen, daB auf s die oberen Grenzen 
der Funktionen u und wv endlich sein wiirden, und deshalb*), weil 
u(z-+2')=wu(z)-+u(z’) usw., daB fiir jedes reelle z, u(x) = u(1)-2=—2, 
und v(z)=v(l)z2=0. Somit wire fiir jedes reelle z: m(z)=—z, und 
folglich, wie bekannt, wire p(z) stetig. 

2. Wenn s eine geradlinige, willkiirlich liegende Strecke der z-Ebene 
ist, so gibt es auf derselben solche z, fiir welche |q(z)| beliebig groB ist. 
Wenn in der Tat z, und z, die Endpunkte von s sind, und © der Winkel 
(zwischen 0 und 22) ist, welchen die Richtung z,z, mit der positiven 
Richtung der z-Achse bildet, so kann man, fiir jedes z aus s, z = z, + xe*® 
mit reellem z setzen; infolgedessen beschreibt, wahrend z s beschreibt, 
a eine Strecke s’ auf der z-Achse. Nun [vgl.1.] gibt es in s’ solche z, 
fir welche*) 
|e (2,)|+M 

ie (ef) 
wo M eine beliebig vorbestimmte, positive Zahl bedeutet, und daraus folgt 
| p(2)| =| 9 (2,) + p(wet?)| >| p(zet?)| —| p(2,)| > M. 

3. Auf jedem Bogen y jeder analytischen Kurve der z-Ebene gibt es 
solche z, fiir welche |q(z)! beliebig groB ist. Nehmen wir an, es sei in 
der Tat y, ein Bogen, enthalten in y, klein genug, damit er gerade in 
zwei Punkten von den Geraden r getroffen werde, welche der Geraden p, 
die y, in einem Punkt P beriihrt, parallel laufen, und hinreichend nahe 
(von einer passenden Seite) an p sind. Es wird selbstverstandlich ge- 
niigen, das angedeutete Resultat fiir y, zu beweisen. Ware nun die obere 
Grenze von || auf y, endlich und gleich M, so ware, wenn wir die 


Punkte, wo y, von einer der oben angedeuteten Geraden r getroffen wird, 
mit z’ bzw. z” bezeichnen, 


| p(2’ — 2”)| =| p(2’) — v(2”)| S| y(2’)| +1 e(2")| 2m. 
Deshalb wiirden, wihrend r sich stetig andert, die Punkte 2’ — z” eine 
Strecke erfiillen, wo |q| kleiner als eine gegebene Zahl bleiben wiirde, 
was mit 2. nicht iibereinstimmt. 
4. Auf jedem Bogen y jeder analytischen Kurve der z-Ebene gibt es 
solche z, fiir welche |y(z)|<e, wo e eine beliebig gegebene positive 
Zahl ist. In der Tat, angenommen, daB — was keine Einschrankung be- 


|p (z)|> 


> 


*) 8. Darboux, Sur le théoréme fondamental de la géométrie projective, Math. 
Ann. 17 (1880), S. 55. ‘ 


*) | (e*?) | ist nicht null, da das Argument nicht null ist. 














Funktionalgleichungen der isomorphen Abbildung. 239 


deutet — y den Punkt z= 0 nicht enthalt, so beschreibt, wenn z auf y 
lauft, der Punkt 0 einen Bogen y’ einer analytischen Kurve, und deshalb 


[ vgi. 8.] wird fiir ein passendes z aus y | YP (+) | > =. d.h. |g(z)|<e. 

5. Vorstehendes vorausgeschickt, nehmen wir an, es sei wieder y ein 
beliebiger Bogen von einer beliebigen analytischen Kurve, und sei A eine 
ebenfalls vorbestimmte, beliebige komplexe Zahl. Dann will ich beweisen, 
daB es solche z aus y gibt, fiir welche |g~(z) — A|<e, wo « eine beliebig 
gegebene positive Zahl ist. Ich bestimme vor allem ein soiches z,, fiir 
welches |g(z,)— A| < 33 die Méglichkeit der Bestimmung eines solchen 
Z, — die augenscheinlich ist, falls ~(z) jeden komplexen Wert annehmen 
kann — folgt in jedem Falle aus einem allgemeineren, von Ihnen fest- 
gestellten Resultate, und ergibt sich auch direkt miihelos, wenn man be- 
achtet, daB, wenn & ein — sicher vorhandener — Wert von z ist, fiir 
welchen y(h) nicht reell ist, man immer zwei reelle rationale Zahlen 
m, n bestimmen kann, derart, daB o(m-+ nh) = m-+ngy(h) dem A be- 
liebig nahe sei. Da nun 


| p(2)— A|=|p(2— %)+9(%)—4|<|o(2—%)| +5, 


ergibt sich die Richtigkeit meiner vorstehenden Behauptung daraus, daB 
bei der Bewegung von z auf y der Punkt z— z, sich seinerseits auf einem 
Bogen einer analytischen Kurve bewegt, und deshalb ist [vgl. 4.], fiir ein 
passendes z aus y, |p(z— %)|<35- 


(Eingegangen am 16. 8. 1920.) 








Uber Flichen mit einem Biischel rationaler Kurven. 
Von 


Heinrich W. E. Jung in Halle a. d. Saale. 


Einleitung. 


Es sei auf einer algebraischen Flache F eine einfach unendliche Schar 
von im allgemeinen nicht zerfallenden algebraischen Kurven gegeben, und 
zwar so, da8 die Kurven eineindeutig den Punkten einer algebraischen 
Kurve vom Geschlechte 2 entsprechen. Wenn durch einen Punkt von F 
im allgemeinen eine und nur eine Kurve der Schar geht, so heiBt die 
Schar ein Biischel, und 2 nennt man das Geschlecht des Biischels. 

Herr M. Noether hat bewiesen '): 


Wenn eine algebraische Flache F ein Biischel von rationalen Kurven 
enthalt, so lat sie sich birational transformieren in eine Flache mit einem 
Biischel von Kegelschnitten. Ist das Biischel vom Geschlechte Null, so 
laBt sich die Flache birational in eine Ebene transformieren. 

Herr F. Enriques hat spiter bewiesen *): 


Eine algebraische Flache mit einem Biischel vom Geschlechte 2 von 
rationalen Kurven 1a8t sich birational in einen Zylinder vom Geschlechte x 
transformieren. 


Dieser Satz enthalt den Noetherschen. 


Im folgenden will ich mit meinen Methoden den Satz von Enriques 
beweisen. Der Weg des Beweises ist zunichst der von Herrn Noether, 
Der SchluB erscheint mir einfacher als bei den Herren Noether und 
Enriques. 


*) M. Noether, Uber Flachen, welche Schaaren rationaler Kurven besitzen, 
Math. Ann. 8 (1871). 

*) F. Enriques, Sopra le superficie algebriche che contengono un fascio di curve 
razionali. Math. Ann. 52 (1899). 
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Der dabei benutzte Hilfssatz ist, worauf mich Herr M. Noether 
freundlichst aufmerksam machte, auch von Herrn E. Picard*) benutzt und 
gerade so bewiesen wie hier in § 7, aber nur fiir den Fall x= 0. 


1. Das Problem. 


Es seien K und & zwei algebraische Kérper, und zwar K von zwei 
und & von einer unabhangigen Veranderlichen. Jeder Stelle von & soll 
ein und nur ein ganzer Divisor (erster Stufe) von K entsprechen. Diese 
Divisoren sollen im allgemeinen Primteiler sein, d.h. héchstens zu einer 
endlichen Zahl von Stellen soll ein zerfallender Divisor gehéren. Die 
Divisoren bilden dann eine einfach unendliche Schar von Primteilern. 
Wir kénnen und wollen & so gewahlt annehmen, da8 auch jedem Prim- 
teiler der Schar eine und nur eine Stelle von & entspricht. Geht durch 
eine Stelle von K im allgemeinen ein und nur ein Primteiler der Schar, 
so heiBt die Schar ein Biischel. Das Geschlecht x von k ist das Geschlecht 
des Biischels. 


Es soll der Satz bewiesen werden: 


Es enthalte der algebraische Korper K von zwei unabhdangigen Ver- 
dnderlichen ein Biischel vom Geschlechte x von Primteilern vom Ge- 
schlechte Null. Es sei k der algebraische Korper einer Verdnderlichen, 
dem die Primteiler des Biischels eineindeutig entsprechen. Dann ist k 
ein Unterkérper von K, und wenn £, zwei GrodBen aus k sind, durch 
die sich alle anderen rational ausdriicken lassen, so kann man in K 
eine dritte GréBe ¢ finden, so daB alle GréBen aus K sich rational 
durch &,,¢ darstellen lassen. 

Deuten wir &,7,¢ als kartesische Koordinaten eines Punktes im 
Raume, so sagt der zu beweisende Satz aus: Der Kérper K laBt sich 
eineindeutig auf den Zylinder vom Geschlechte a abbilden, der durch die 
zwischen und 7 bestehende irreduktible Gleichung definiert ist. 


2. Beziehung zwischen den Kérpern K und k. 


Wir bezeichnen das Divisorenbiischel mit <8), seine einzelnen Di- 
visoren mit % unter Hinzufiigung eines Index. Die dem Divisor §, ent- 
sprechende Stelle von & sei p.. Den zu einer Stelle von k gehérenden 
Primteiler bezeichnen wir genau so wie die Stelle. Das Geschlecht eines 
allgemeinen Primteilers des Biischels bezeichnen wir mit p. Es ist nach 
Voraussetzung p= 0. 

*) E. Picard, Sur la résolution de certaines équations & deux variables et sur 


un théoréme de M. Noether. Bulletin des Sciences mathématiques 1901, erster Teil, 
8. 81—84, und Traité d’Analyse 2 (2. Aufl.), S. 550 ff. 
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Es sei $ ein Primteiler aus <($%)>. Fiir 8 —0 miissen die Funktionen 
aus k konstant werden, und zwar diejenigen Werte annehmen, die sie an 
der  entsprechenden Stelle p haben. Die Funktionen aus & miissen 
also mit denen aus K algebraisch verbunden sein. Da aber durch eine 
Stelle von K nur ein Divisor des Biischels gehen soll und verschiedenen 
Stellen von & verschiedene Divisoren aus ($$) entsprechen, so darf einer 
Stelle von K nur eine Stelle von & entsprechen. Die Gleichungen zwischen 
den Funktionen aus k und K miissen also in den ersteren linear sein, 
d.h. der Kérper & ist ein Unterkérper von K. Jede Funktion aus & ist 
daher gleichzeitig Funktion aus K, was im folgenden immer zu beachten ist. 

Es sei p eine Stelle von & und es bedeute p auch den zu dieser 
Stelle gehérenden Primteiler von &. Es sei % der p entsprechende Di- 
visor des Biischels <8) und es sei R eine durch p teilbare Funktion aus 
k, die also an der Stelle p den Wert Null annimmt. Da fiir % = 0 jede 
Funktion aus k den Wert annimmt, den sie an der Stelle p hat, so wird 
fir B—0O R m Null, dh. aber, R ist als Funktion aus K durch ¥ 
teilbar. Haben irgendwelche Funktionen aus & den Primteiler p als 
gréBten gemeinsamen Teiler, so haben sie als Funktionen aus K den 
gemeinsamen Teiler % und sonst keinen, da der Stelle p nur der Divisor % 
entsprechen soll. Daraus folgt: 


Ist eine Funktion R aus k in Primfaktoren zerlegt 
R=pi"p,*... “r 


r ? 


wo die «, positive oder negative ganze Zahlen sind, und ist 8, der p, 
entsprechende Divisor, so ist im Kérper K 


R=PY"P*... PX. 


Dabei sind die §, im allgemeinen Primteiler. 


3. Eigenschaften der Divisoren des Biischels (®). 


Es sei R eine Funktion aus k. Ich behaupte: Wenn 2 > 0, so lat 
sich R oder R~' an jeder Stelle des Kérpers K, ganz gleichgiiltig wie 
die Stellen von K definiert sind, als gewéhnliche Potenzreihe der zur 
Definition der Stelle benutzten HilfsgréBen u,v darstellen. Es wird also 
R an keiner Stelle unbestimmt. Nehmen wir an, diese Behauptung sei 
falsch. Dann mu8 wenigstens an einer Stelle S die Funktion R gleich 
dem Quotienten zweier gewdhnlichen Potenzreihen von u,v sein, die beide 
fiir « = v = 0 verschwinden und von denen keine fiir die Umgebung von 
u=v=0 durch die andere teilbar ist. Dann aber gibt es immer einen 
zur Stelle S gehérenden Primteiler zweiter Art 6, so daB fir 6 —0 die 
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Funktion R nicht konstant wird‘). Daraus folgt, daB der Kérper k in 
dem Kérper 6 enthalten ist, was fiir 7 > 0 nicht sein kann, da 6 als 
Primteiler zweiter Art das Geschlecht Null hat. 


Wenn x= 0, so haben die Funktionen R aus k nicht notwendig die 
angegebene Eigenschaft. Es sei z.B. K der Koérper der rationalen Funk- 
tionen von z,y, und k& bestehe aus den rationalen Funktionen von Y ; 


Dann ist schon die Funktion y an der Stelle z= y = () unbestimmt. Wir 


kénnen aber durch passende Definition der Stellen auch in diesem Falle 


erreichen, daB die Funktionen aus k die angegebene Eigenschaft haben, 
und zwar in folgender Weise. 


. 


Es sei ¢ eine nicht konstante GréBe aus k. Wir bezeichnen & auch 
mit z und wiahlen z mit irgendeiner von x unabhiangigen GréBe y aus K 
zu unabhangigen Veranderlichen. Wir definieren dann die Stellen von K 
so, daB x und y an jeder Stelle bestimmte Werte annehmen®). Da die 
Funktionen aus & algebraisch nur von = 2 abhiangen, so nehmen auch 
sie an jeder Stelle bestimmte Werte an. 


Es seien jetzt 3, und $8, irgend zwei Divisoren des Biischels ($f), 
und p, und p, seien die ihnen entsprechenden Stellen von k. Im Kérper k 
gibt es dann immer eine Funktion R, die an der Stelle p, von erster 
Ordnung Null und an der Stelle p, von erster Ordnung unendlich wird. 
AuBerdem hat R noch irgendwelche andere Null- und Unendlichkeitsstellen. 
Als Funktion aus K ist dann 

¥, G 
R = R, G, , 
wo &, und G, zueinander und zu §, und §, teilerfremde ganze Divisoren 
sind, die aus Divisoren des Biischels <8) bestehen. Da an keiner Stelle 
von K Zahler und Nenner von RF gleichzeitig Null werden, so kénnen 
%, und §, sich an keiner Stelle treffen. Es ist daher fiir irgend zwei 
voneinander verschiedene Divisoren $,, %, aus (> die Zahl ($,, P,) 
ihrer Schnittpunkte Null. Daraus folgt, daB auch ($,, $,G,)—0, 
(B,, G,) = 0, da G, und G, nur von §, verschiedene Divisoren aus <$) 
enthalten. Da aber $,G, ~ $,G,, so wird auch 


0= (B,, ¥F, G,) - (R,, $,)+(¥,, G,) = (¥,, ¥,). 


*) H. W. E. Jung, Primteiler algebraischer Funktionen zweier unabhingigen Ver- 
anderlichen und ihr Verbalten bei birationalen Transformationen. Rend. Circ. Mat. 
di Palermo 26 (1908), § 2, Nr. 2. 

5) H.W. E. Jung, Darstellung der Funktionen eines algebraischen Kérpers zweier 
unabhangigen Verinderlichen x, y in der Umgebung einer Stelle z= a, y=. Journ. 
f. Math. 188 (1908). 
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Wir haben also: 


Sind $,, 8, irgend zwei, nicht notwendig voneinander verschiedene, 
Divisoren aus (8), so ist 


(1) (B., By) = 0. 


Dies gilt fiir »—0 nur dann, wenn die Stellen des Kérpers K passend 
definiert sind. 

Da die Divisoren aus (8) einander nicht treffien, so haben sie keine 
festen Schnittstellen und daher im allgemeinen auch keine mehrfachen 
Stellen. Denn bewegliche mehrfache Stellen kénnen die Divisoren einer 
Schar nicht haben‘). Ist daher (%) die kanonische Klasse von K, so gilt 
fiir das Geschlecht p eines allgemeinen Primteilers aus () die Gleichung’) 


oder wegen (1) 


(2) 2p—2=(f, R). 


4. Das Zerfallen der den Kiérper K definierenden Gleichung. 


Es sei » eine Funktion des Kérpers k derart, daB alle Funktionen 
aus k rationale Funktionen von £, 7 werden. Die zwischen é, » bestehende 
irreduktible Gleichung sei 


(3) v(é, 4) =0. 
Sie sei in » vom Grade vy. Die durch (3) definierten » konjugierten 
algebraischen Funktionen seien bezeichnet mit 7, 7,, 7,,---, ,_,- 


Ferner sei z aus K so ausgewahit, daG alle Funktionen aus K rational 
durch z, y, z darstellbar sind. Die zwischen x,y,z bestehende irreduk- 
tible Gleichung sei 


(4) F(z,y,2)=0. 
Sie sei in z vom Grade n. 
Wir setzen 
2 M 
z= 2 y= = 


wo 2, Z,, M, M, ganze Divisoren sein sollen. Da bei unserer Wahl der 


*) E. Picard und G. Simart, Théorie des fonctions algébriques de deux variables 
indépendantes. Paris (1897), 1, 8. 204 u. 205. 

) H. W. E. Jung, Uber die kanonische Klasse einer auf einer algebraischen 
Flache liegenden algebraischen Kurve. Schwarz-Féstschrift. Berlin, bei Julius Springer 
(1914). 
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Stellen x und y an keiner Stelle unbestimmt werden, so kénnen weder 
%, und 2 noch Mt, und Mt an derselben Stelle verschwinden, d. h. es ist 


(5) (2,2) =(L,2,)= 0, (M,M)=—(M, M,) = 0. 


Da jedem Wertepaare z, y nach (4) n Werte von z entsprechen, so ist n 
gleich der Zahi der beweglichen Schnittpunkte der Divisoren der Schar 
%, — 2% mit denen der Schar M, — yM. Da keine festen Schnittpunkte 


vorhanden sind, so wird 

(6) (2,M)—n, 

da die Divisoren der ersten Schar alle zu £& und die der zweiten zu WM 
aquivalent sind. 

Es sei a ein nicht besonders gewahlter Wert von x oder, was das- 
selbe ist, von . Da die den Kérper k definierende Gleichung (3) in » 
vom »-ten Grade ist, so’wird & — a als Funktion aus & an » Stellen Null, 
die bei passender Wahl von a voneinander verschieden sind. Es seien 
die Stellen p,p,,...),-1. Der p, entsprechende Divisor aus (9) sei 
¥.. Dann ist im Kérper K der Zahler von x —a, den wir mit &, be- 


zeichnen , 


(7) 2,= BB, B,... Bs. 

Bei nicht besonders gewahitem a sind die %, Primteiler und voneinander 
verschieden. Es ist also 2, ein in » voneinander verschiedene Teilkérper 
¥, ¥,,---, B,-1 zerfallender algebraischer Kérper. Die Teilkérper haben 
alle dasselbe Geschlecht p. Das Geschlecht 2(%,) von 2, ist daher in 


der Formel des Riemann - Rochschen Satzes, den wir nachher anwenden, 
zu setzen gleich*) 


(8) a(2,)=»(p—1)+1. 


Fiir konstantes oder, was dasselbe ist, z erhalten wir also aus dem 
Kérper K im allgemeinen » verschiedene Primteiler, die dem Biischel <3) 


*) Dies ergibt sich aus dem Beweise des Riemann-Rochschen Satzes in Hensel- 
Landsberg, Theorie der algebraischen Funktionen einer Variablen (Leipzig 1902), 
S. 300 und 303, wenn man bedenkt, da8 bei einem in » voneinander verschiedene 
Teilkérper zerfallenden Kérper im Fundamentalsystem fiir die ganzen Funktionen 
nicht nur eine Funktion, sondern » als konstant angenommen werden kénnen, da 
also von den S. 300 vorkommenden Zahblen 0, nicht nur eine, sondern » gleich Null 
sind. Sind daher p,, p,, ..., p, die Geschlechte der » Teilkérper, ist also die Zahl der 
linear unabhingigen Differentiale erster Gattung des Gesamtkérpers p, + pg+---+p,, 
so erhalten wir statt (4) 8. 300 

FMP t Pt +P, 
oder o 
g—~*=(Pi—1)+(Pp—1)+---+(p,—1), 
(Sch’uB8 der FuBnote aui nichster Seite.) 
Mathematische Annalen. 82. 17 
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angehéren. Diese entsprechen den y konjugierten Funktionen 7, 7,, ..., )»-1- 
Daher mu8 die Gleichung F (x, y, z) = 0 sich in y Faktoren zerlegen lassen, 
die rational in y,z und algebraisch in x sind. Da jeder der Faktoren 
eindeutig einer der » Funktionen 7, 7,,..., %--1 entspricht so sind die 
Faktoren rational in &,7 und gehen aus einem hervor, indem man 7 
durch seine konjugierten Werte ersetzt. Es ist also 


(9) F(z,y,z)=f (y,2; &,9)f(y,2; €,9,) --- f(y, 2; €, m-1)- 
Die » Faktoren lassen sich im allgemeinen nicht weiter rational in y, z 


zerlegen, da die Divisoren % des Biischels ($$) nach Voraussetzung im 
allgemeinen Primteiler sind. Der Grad von f in z sei n. Dann ist 


(10) n=. 


5. Die Transformation.- 


Es sei a wieder ein nicht besonders gewahiter Wert von z, so daB 
fir den Zahler 2, von z—a die Darstellung (7) gilt, wo die $8, vonein- 
ander verschiedene Primteiler des Biischels ($$) sind. Es sei & irgend- 
ein Divisor (erster Stufe) des Kérpers K. Fiir 2, =0 geht T in einen 
Divisor t des Kérpers 2, einer Veranderlichen iiber, wenn T keinen der 
in 2, enthaltenen Primteiler enthalt, und zwar besteht t aus denjenigen 
Primteilern von 2,, die zu den Schnittstellen von 2, und T gehéren, 
Auf jeden Fall geht die Klasse (&) in eine ganz bestimmte Klasse (t) 
von 2, iiber*). Die Ordnung dieser Klasse ist (T,2%,)—(T,L). Die 
ganzen Divisoren aus (&) gehen in ganze Divisoren aus (t) iiber. Da 
(2,2,)=0 und @ ein ganzer Divisor, so geht z. B. die Klasse (2) in 
die Klasse (1) iiber und daher bei beliebigem 4 die Klasse (E2*) in die 
Klasse (t). Es gilt der Satz*®): 

Ist (&) irgendeine Klasse des Kérpers K, so erhalt man bei ge- 
niigend groBem 4 aus den ganzen Divisoren der Klasse ({&’) fiir 2,—0 
alle ganzen Divisoren der Klasse (t), in die (£) und (TQ") fir 2. =0 
iibergehen. Vorausgesetzt ist dabei, daB a nicht besonders gewahlt ist. 


und dieser Wert von 5 nm ist auf S. 303 beim Beweise des Riemann - Rochsclien 


Satzes zu benutzen. Es tritt dann an Stelle von p—1 der Wert 
(P:—1)+ (pp —1)+---+(p,—1). 

In unserem Falle ist p, = p,=...=p,=p und die bei Hensel-Landsberg mit p be- 
zeichnete GréBe ist hier x(2,). 

*) H.W. E. Jung, Zur Theorie der Kurvenscharen auf einer algebraischen Flache. 
Journ. f. Math. 188 (1910), S. 80. 

”) H.W. E. Jung, Der Riemann - Rochsche.Satz fiir algebraische Funktionen 
zweier Veranderlichen. Jahresber. d. Deutsch. Math. Ver. 18 (1909), § 12, S. 309. 
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Es ist also mit anderen Worten bei geniigend groBem 4 die Zahl der- 
jenigen ganzen Divisoren der Klasse ({2*), die fiir 2, —0 linear unab- 
hangig bleiben, genau gleich der Zahl der in (t) enthaltenen linear un- 
abhangigen ganzen Divisoren, also gleich der Dimension {t} der Klasse (t). 
Nach dem Riemann-Rochschen Satze ist 


{t} }](Z,2)—a(Z,) +1 
{t} >(X,L) — »(p— 1). 


Wir wenden dies an auf die Klasse ({) —(R“M), wo (KR) die ka- 
nonische Klasse von K sein soll und wo a eine noch naher zu bestimmende 
ganze Zahl ist. Es bleiben also von den ganzen Divisoren der Klasse 


oder wegen (8) 


(11) (R* M LV") 

bei geniigend groBem 4 fiir {,—0 r linear unabhangig, wo 
(12) r>(K*M,L) — »(p — 1). 

Aus (7) und (2) folgt, da £~Q,, 

(13) (@, 2) = D'(&, Ba) = 2>(p — 1). 


Daher ergibt sich aus (12) wegen (6) und (10) 
r>+{n+(2a—1)(p—1)} 


oder, da p= 0, 

(14) r>r(n+1— 2a). 
Es seien jetzt 

(15) 91, 9.,---» 9, 


r ganze Divisoren der Klasse (@“ MQ"), die fiir 2, — 0 linear unabhingig 
bleiben. Es sei 9, irgendein Divisor. der Klasse (9.). Ich behaupte, 


wenn 


(16) n+1—2e¢S2, 
so werden die Funktionen ‘ 

aR & & 
(17) > a ee 


des Kérpers K nicht samtlich konstant fiir 2,—0. Nehmen wir an, 
das sei doch der Fall. Wir miissen dabei beachten, da8 der Kérper 2, 
aus den » Primteilern %, B,,..., B,-1 besteht, und daB eine Funktion, 
die fiir 2,—0 konstant wird, in jedem der » Teilkérper einen konstanten 
Wert haben mu8, und da8 diese Werte voneinander verschieden sein 
kénnen. Es gehe §,/%, fiir B= 0 iiber in die Konstante hs, wobei 
unter 9, der Primteiler % zu verstehen ist. Da wegen (16) nach (14) 
17* 
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r>vy, so kénnen wir r Konstante c,,¢,,...,c,, die nicht samtlich ver- 
schwinden, so bestimmen, da8 die » Gleichungen bestehen 


C, hip + Cyheg +--+ +6,h,6 = 0. 
(p=0,1,...,7—1). 
Das heiBt aber, dab 
¢,9,+¢9,+---+¢,9, 
fiir 2,0 identisch Null wird, da also die r Divisoren 9, fiir 2, = 0 
doch nicht linear unabhingig sind. Es gibt daher unter den Funktionen 
(17) unter der Voraussetzung (16) mindestens eine, die fiir 2, — 0 nicht 
konstant wird, etwa ,/,. Wir setzen**) 
Dan oy! 
(18) a 7%: 
Es ist sicher y’ von z unabhangig, da y’ fiir konstantes z nicht auch 
konstant wird. Wir kénnen daher y’ statt y mit x zusammen als unab- 
hiangige Verinderliche wihlen. Es sei dann z’ so gewahit, daB sich die 
Funktionen aus K als rationale Funktionen von z, y’, z’ darstellen lassen. 
Die irreduktible Gleichung zwischen z, y’, z’ sei 
(19) G(z,y’,z’) = 0; 
sie sei in z’ vom Grade n’. 
Fiir @ gelten dieselben Schliisse wie in der vorigen Nummer fir F, 
so daB 


(20) G(x, y’,s’)=9(y',2's &n) g(y'25 Fm) ---9(y'25 Fs m-1), 

wo g rational in y’,z’ und é,7 ist. Ist der Grad von g in z’ gleich n’, 
80 ist 

(21) n'=n'-r. 

Die Zahl n’ gibt an, wie viele Werte von z’ zu einem Wertepaare 
z,y’ gehéren. Daher ist n’ gleich der Zahl der beweglichen Schnitt- 
stellen der Divisoren der Schar 2, — x2 mit denen der Schar $, — y’ %,. 
Da aber die Divisoren der ersten Schar keine festen Schnittpunkte haben 


— sie schneiden sich ja iiberhaupt nicht —, so ist n’ gleich der Zahl 
der Schnittpunkte eines Divisors der ersten Schar mit einem der zweiten, 
also F 

p= (2, 9,). 


Da ©, der Klasse (11) angehdrt, so ist ,~ R* ML’ und daher wegen 
(5), (6) und (13) 
n’= (2, RX" ML") = (LV, K) + (L,M) = 2ar(p—1)+n. 





“) Es ist dies, wenn auch in anderer Form, die auch von Herrn M. Noether be- 
nutzte Transformation. Herr Noether verwendet- eine Folge von Transformationen, 
die ich gleich in eine zusammenfasse. 
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Wegen (10), (21) und, da p= 0, folgt 
(22) i’ =R — 2a. 
Wir unterscheiden zwei Fille. 


1. m ungerade. Wir setzen 


_%-!1 
c=, 
so daB nach (22) 
n’=1 
2. n gerade. Wir wahlen 
" 
cas is 
so daB nach (22) 
n= 2. 


In beiden Fallen ist die Bedingung (16) erfiillt. 


6. Bestimmung einer GréBe ¢ derart, da8 alle Funktionen des Kérpers K 
rationale Funktionen von &, 4, ¢ werden. 


Fall 1: n ungerade. In diesem Falle ist n’=1, so daB die nach 
(19) und (20) bestehende Gleichung 
(23) g(y’,2';&,n) =0 
in z’ vom ersten Grade ist. Wahlen wir also 
t=y', 
so folgt aus (23) z’ als rationale Funktion von £, 7, ¢ und es werden 


alle Funktionen aus A, die ja rationale Funktionen von =z, y’,z’ sind, 
rationale Funktionen von é, », ¢. 


Fall 2: n gerade. Dann ist n’=2, so daB die Gleichung (23) 
in z’ vom zweiten Grade ist. Es sei 
(24) 9(y',2; &,n)=Az*+2B2'+C (4==0), 
wo A, B,C ganze rationale Funktionen von y’ und rationale Funktionen 


von §, sind. Dabei besteht zwischen ¢, 7 die Gleichung (3). Es folgt 
aus (24) 


(25) 2’ = +{—B+VB*— AC}. 
Es sei 
(26) VB*_ AC =H(y)VGy), 


wo G und H ganze rationale Funktionen von y’ und rationale von é, 7 
sein sollen. Wir kénnen und wollen annebmen, daB G(y’) als Funktion 
von y’ bei nicht besonders gewahlten Werten von £, 7 keinen quadra- 
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tischen Faktor hat. Denn einen solchen Teiler kénnten wir als gemein- 
samen Teiler von G(y’) und @G/@y' bestimmen, so da8 er rational in 
&,» ist und mit H(y’) vereinigt werden kann. Wir setzen in Abinde- 
rung friiherer Bezeichnung 


(27) y=y, 2=VG(y). 


Es werden dann wegen (25) und (26) die rationalen Funktionen von 
z,y’,z’ rational in x,y,z und umgekehrt, so daB der Kérper K aus 
den rationalen Funktionen von z, y, z besteht. 

Ist &,,, keine besonders gewahlte Stelle des Kérpers k, so geht 
fiir § = &,, 7 = , der Korper K iiber in einen Primteiler { des Biischels (). 
Andrerseits geht aber K iiber in den Kérper der rationalen Funktionen 
von y und VG,(y), wenn wir mit G,(y) die aus G(y) fiir = &, 1 = n 
entstehende Funktion bezeichnen. Daher mu8 dieser Kérper identisch 
mit $ sein und, da % vom Geschlechte Null ist, so ist G(y) héchstens 
vom Grade 2 in y. 

Ware erstens der Grad von G(y) gleich Null, so wiirde G,(y) eine 
Konstante g, sein und der Kérper % = (y, VG,(y)) wiirde in die beiden 
Korper (y, +Vg,) und (y, —Vg,) zerfallen, so daB 8 gegen die Voraus- 
setzung kein Primteiler ware. 

Ist zwettens der Grad von G(y) gleich 1, so ergibt sich aus der 
Gleichung (27), namlich 





z*— G(y) =90, 
y als rationale Funktion von z und §, 7. Setzen wir also 
(=z, 


so besteht der Kérper K aus den rationalen Funktionen von &, 7, ¢ und 
unser Satz ist bewiesen. 


Es bleibt noch der dritte Fall, wo G(y) vom Grade 2 ist. Es sei 
G(y) =ay’+2by+e (a= 0), 


wo a,b,c rationale Funktionen von £, 7 sind, zwischen denen die Glei- 
chung p(&, 7)=0 besteht. Es ist dann nach (27) 


(28) z*=ay*-+-2by+c. 


In der nachsten Nummer werden wir den Hilfssatz beweisen, daB 
es immer zwei Funktionen y,, z, des Kérpers k gibt, so da identisch 


(29) % = ay) + 2by,+¢. 
Aus (28) und (29) folgt dann 


2*— 23 = a(y* — yp) + 2b(y — y). 
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Setzen wir also 


(30) ¥— Yo 
t—2% 





=f, 
so wird 
z+2%=a(y+y)o+ 266. 
Hieraus und aus (30) folgen aber y und z als rationale Funktionen 


von &,7,¢, so daB der Kérper K aus der Gesamtheit der rationalen 
Funktionen von é, 7, ¢ besteht. 


7. Beweis des am Schlusse von Nr. 6 benutzten Hilfssatzes. 


Wir haben noch zu beweisen: 

Sind a,b, c Funktionen eines algebraischen Kérpers k = (£, 7) einer 
Veranderlichen, so gibt es immer zwei Funktionen y,,z, des Kérpers, 
so daB identisch 

25=ay5+ 2by,+ ¢. 

Wir beweisen statt dessen den etwas allgemeineren Satz: 

Es seien a,,— 4, (k,l=1,2,3) Funktionen des algebraischen 
Koérpers k=(&,m) einer Verdnderlichen. Hs lassen sich dann drei 
Funktionen x,, 2, 2,, die nicht alle drei identisch Null sind, so finden, 
dap identisch 

Ps @,,%, %, = 0. 


| 
ee 


Es sei 


wo a und die a,, ganze Divisoren des Kérpers k sein sollen und a der 

Hauptnenner der a,,. Die Ordnung der a,, sei a. Ferner sei (g) eine 

regulare Klasse von k, deren Ordnung g sei, so da® fiir ihre Dimension 

{gq}, die mit s bezeichnet sei, die Gleichung besteht, 
¢={g}=9—2+1, 


wo 2 wie friher das Geschlecht von & ist. Es seien 


Gi> Bar --+> Be 


s linear unabhingige ganze Divisoren aus (g) und g, irgendein ganzer 
Divisor aus (gq). Wir setzen 


: a 
(31) r wy a 
und 
% = §,9,+ &9,+---+ 6,9: 
(32) Bq = F419: tEeraGa t+ ba0Ge» 


Wg = bn 419s + Sa04aIa t+ F529» 
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wo die &, noch naher zu bestimmende Konstanten sein sollen. Es wird 
dann 


3 Se 
— t 
> %%, z, =>) a, 8, §, 
i 1 


und es sind die «,, Funktionen von der Ordnung a + 2g. 
Die Zahl der Konstanten é, ist 
38= 39g —32+ 3. 
Wahlen wir also 


8g —382+3>a+2g+1, 
d. h. 


g>a+3a—-2, 
so kénnen wir die &, so bestimmen, da8 sie nicht alle Null sind und daB 
die Funktion y. @,,2,2, an a+2g-+1 Stellen Null wird, also mehr 
Nullstellen hat als ihre Ordnung a+ 2g angibt. Dann aber ist 


b* 
a, , 2, 2, 


identisch Null. Die so gefundenen Funktionen z, kénnen nicht alle drei 
identisch verschwinden, da sonst wegen (31) und (32) die s Divisoren g_ 
linear abhangig waren. 

Damit ist der Hilfssatz bewiesen. In unserm Fall ist, wenn etwa x, 
nicht identisch verschwindet, 


@,,=@, 4,=6, a,=—C, 


@.,,=9, @,,=0, a= —1, 


x, Zs 


= — = - 
Yo x,’ © Z, 


8. Ein zweiter Beweis des Hilfssatizes fiir den Fall ~ — 0. 


Fiir den Fall, daB x = 0, sei noch ein zweiter Beweis des am Schlusse 
von Nr.6 benutzten Hilfssatzes gegeben. In diesem Falle kénnen é, y 
als rationale Funktionen einer GréBe ¢ dargestellt werden. Der zu be- 
weisende Satz lautet also: 

Sind a, b,c rationale Funktionen von ¢, so lassen sich immer zwei 
rationale Funktionen von ¢ so finden, daB identisch 


(33) z3=ayi+2by,+¢. 
Der Hauptnenner von a,b,c sei N und es sei 
N=N‘N,, 


wo N, und N, ganze rationale Funktionen von ¢ seien, und zwar N, 
ohne quadratischen Faktor. Wir setzen 
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A B Cc 


ee, oa ne 

und 

(34) 2,N,N,=z2z,. 

Dann geht (33) iiber in 

(35) zi=Ayi+2By,+C, 

wo A, B,C ganze rationale Funktionen von ¢ sind. 
Wir unterscheiden verschiedene Fille. 


1. Es sei C das Quadrat einer rationalen Funktion. Dann kénnen 
wir setzen 


Yo=0, 2,=VC. 
2. Es sei A das Quadrat einer rationalen Funktion. 
Setzen wir in (35) 


(36) z,=y,VA+<4, 


wo « eine Konstante oder eine rationale Funktion von ¢ ist, so erhalten 
wir, da sich Ay; links und rechts forthebt, eine lineare Gleichung fiir y,. 
Aus dieser und aus (36) ergibt sich 


C—a?® . _ a*yA—2aB+CyA 


Yo = 2(ayA—B)’ . 2(ayA—B) 


Hierin kann @ irgendwie als Konstante oder rationale Funktion von ¢ ge- 
wahlt werden, wenn nur «VA — B nicht identisch Null wird. 
3. Es sei die Diskriminante 


D=B*‘—AC 


das Quadrat einer rationalen Funktion. Dann kénnen wir setzen 
1 — 
— = qiB + VD}, z,=0. 


4. Es trete nicht der Fall 2 und 8 ein. Fiir den Fall 1 gilt das 
folgende auch, wenn es auch in diesem Falle iiberfliissig ist. Dagegen 
sind im Falle 2 und 3 die folgenden Betrachtungen nicht anwendbar. 

Wir setzen 
(37) A=-Ajg, D=Djh, 
wo A,, D,,g, ganze rationale Funktionen von ¢ sein sollen, und zwar 
g und h ohne quadratischen Faktor. Da Fall 2 und 3 ausgeschlossen ist, 


so sind g und fA nicht konstant. Den Faktor der héchsten Potenz von ¢ 
in g und A nehmen wir gleich 1 an und setzen 
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' g =(t—e,)(¢—e,)...(¢—@), 
(38) h = (t—,)(¢—«,)...(#—&). 
Aus (35) und (37) folgt 


As?=(B+Ay)°’—D 





oder 
B+Ay, , 49%: 4/- B+A,y Au 4- 
(39) {a + Se Vo} {pe — eve} =a. 
Wir haben also A in der Form darzustellen 
(40) h=(L+MVg)(L— MYg), 


wo ZL und M rationale Funktionen von ¢ sind. Haben wir eine solche 
Darstellung gefunden, so kénnen wir setzen, wie durch Vergleich mit 
(39) folgt, 

B+Ay,—LD,, 2,4,=MD,, 
woraus y, und z, nnd damit wegen (34) z, als rationale Funktionen von ¢ 
folgen. 

Unser Hilfssatz ist also bewiesen, wenn wir fiir h(t) eine Darstellung 
der Form (40) finden. Diese Aufgabe, A so darzustellen, zerlegen wir. 
Wir bestimmen L,, M, als rationale Funktionen von ¢ so, daB 

{L.+ M.Vg} {L.— M.,Vg} =t— Ea. 
Hieraus folgt 


{ Le + Vt— e,} {Le — Vi— ta} = Meg 
oder 





(eG) eS) 


Auch die Aufgabe, g in dieser Form darzustellen, zerlegen wir, Wir 
bestimmen 1, und mz, so, daB 
{lag + Mag Vt — ta} {bag — Mug Vt — ta} = t — @ 
wird. Dazu brauchen wir nur zu setzen 





(41) lap + Map Vt — ba = Vea — 9 + Vea — 8 = Bug, 
wo E,, zur Abkiirzung eingefiihrt ist. Dies gilt auch, wenn ¢, = ey ist. 
Setzen wir 


K+ JaVi— 0, —Be: Bas... Bae: 
wo K, und J, rational in ¢ sein sollen, so ist nach (38), (41) 
{K.+ JaVt— ea} {Ka— -uVt— a} =g. 
Daraus folgt dann . 


{K.+ V9} {K,— Vg} = Ff Vi— &.- 
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255 
Setzen wir also 


Kat+vg _ 
-  ypiloaiaaes 





und 5 
E,E,...—,=—L+MVgq, 
wo L und M rational ¢ sind, so wird wegen (38) 
(L+ MVg)(L— MYVg)=h. 


Damit ist aber A in der Form (40) dargestellt, der Hilfssatz also be- 
wiesen. 


Halle (Saale), Juli 1920. 


(Eingegangen am 14. 7. 1920.) 








Punktgitter und Idealtheorie. 


Von 
Ph. Furtwingler in Wien. 


Studiert man die Gesetze der Teilbarkeit der ganzen algebraischen 
Zahlen in algebraischen Zahlkérpern, so sté8t man auf den erschwerenden 
Umstand, daB im allgemeinen die eindeutige Zerlegbarkeit der ganzen 
Zahlen in unzerlegbare Faktoren nicht mehr stattfindet. Diesen Ubelstand 
hat zuerst E. Kummer bei den Kreisteilungskérpern dadurch beseitigt, daB 
er ,,ideale“ Faktoren der Zahlen einfiihrte. Spater ist es dann R. Dedekind 
nach mannigfachen Bemiihungen gelungen, auch fiir beliebige Zahlkérper 
durch Einfiihrung der ,,I[deale“ die eindeutige Zerlegbarkeit in Primfaktoren 
wieder herzustellen. Ein Ideal ist die Gesamtheit der ganzen Kérper- 
zahlen, die durch einen idealen Faktor im Sinne Kummers teilbar sind; 
durch Einfiihrung dieses Begriffes erreicht es Dedekind, daB das Gebiet 
des Kérpers nicht verlassen zu werden braucht. An Dedekinds Unter- 
suchungen haben sich dann verschiedene andere Begriindungen der Ideal- 
theorie angeschlossen. 

Eine besonders anschauliche Darstellung der Idealtheorie erhalt man, 
wenn man die zum Kérper gehérigen zerlegbaren Formen betrachtet und 
diese durch riumliche Punktgitter interpretiert. Es erscheinen dann die 
zum gegebenen Kérper zwecks Herstellung der eindeutigen Zerlegbarkeit 
in Primfaktoren zu adjungierenden GréBen direkt als ganze algebraische 
Zahlen eines héheren Zahlkérpers, die iiberdies durch die Punktgitter eine 
ebenso einfache wie anschauliche Darstellung finden. Dieser Gedanke ist 
zuerst von Herrn F. Klein') fiir die quadratischen Zahlkérper ausgefiihrt 
worden; es ist der Zweck des folgenden Aufsatzes, die Kleinsche Gitter- 
figur fiir beliebige algebraische Zahlkérper zu entwickeln. 








1) F. Klein, Ausgewahite Kapitel der Zahlentheorie II, Vorlesungen, gehalten 
im 8. 8. 1896, ausgearbeitet von A. Sommerfeld und Ph. Furtwingler, Gottingen 1897. 
{In Kommission bei B. G. Teubner.) Die erste-Mitteilung befindet sich in den Git- 
tinger Nachr. 1893, S. 106. 
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Bei den Kérpern héheren Grades ist im Gegensatz zu den quadrati- 
schen Kérpern auf den Umstand zu achten, daB dort zerlegbare Formen 
auftreten kénnen, die, obwohl sie primitiv sind, doch nur Zahlen dar- 
stellen, die durch einen gemeinsamen Faktor teilbar sind. Ich habe diese 
Formen, die bei den quadratischen Kérpern noch nicht auftreten, als 
halbprimitive Formen bezeichnet. 

Die Beweismomente, die im folgenden zur Begriindung der Ideal- 
theorie benutzt werden, sind einmal die Komposition der zerlegbaren 
Formen, die in der Gestalt der Multiplikation der Gitterzahlen auftritt, 
und sodann die Endlichkeit der Klassenzah! der zerlegbaren zum Kérper 
gehérigen Formen bei gegebener Diskriminante, die sich sehr einfach aus 
der Betrachtung der zugehérigen Gitter ergibt. 

In den letzten beiden Paragraphen habe ich die Grundlagen der Theorie 
der Zahlringe von unserem Standpunkte aus entwickelt. 

Unsere Untersuchungen haben verschiedentliche Beriihrungspunkte 
mit anderen Darstellungen der Idealtheorie, insbesondere mit den Unter- 
suchungen von H. Minkowski*) iiber die Punktgitter, worauf besonders 
beziiglich der allgemeinen Betrachtungen verwiesen sei. 


§ 1. 
Allgemeines iiber Punktgitter. 


Ich stelle hier einige bekannte Satze iiber Punktgitter zusammen, 
die im folgenden benutzt werden. 


Ich werde ein n-dimensionales Punktgitter mit (0; Z,, Z,,..., Z,) 
bezeichnen. Dabei bedeutet O einen beliebig gewahliten Gitterpunkt; 
E,, E,,..., #, sind n Gitterpunkte von solcher Beschaffenheit, daB die 


Verschiebungen 


(1) 2,0, +20, +.-- +2, ¢, 

simtliche Gitterpunkte aus O entstehen lassen, wenn e,; die Verschiebung 
OE, bezeichnet und die z, alle ganzen Zahlen durchlaufen. Legt man 
Gerade durch O und die Punkte #; und wendet man auf diese die Ver- 
schiebungen (1) an, so erhalt man ein System von Geraden, das saémt- 
liche Gitterpunkte enthalt und als Parallelengitter bezeichnet wird. Da 
die Punkte Z; auf unendlich viele Arten gewahlt werden kénnen, liegt 
ein Punktgitter auf unendlich vielen Parallelengittern. Reprasentiert 
(O; E:.  .. ” E,) dasselbe Punktgitter wie (O; Z,,..., H,), so gelten 
mit analoger Bezeichnung die Beziehungen 


*) H. Minkowski, Diophantische Approximationen. Leipzig 1907. 
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(2) ee = >’ a; .¢ (¢=1,2,...,n), 
k=1 


wo die a,, ganze rationale Zahlen sind, und es ist die Determinante 
|a; ,|== +1. Insbesondere kann als erster Punkt EZ, ein ganz beliebiger 
Gitterpunkt auBerhalb O gewahlt werden, wenn nur innerhalb der Strecke 
OE, kein Gitterpunkt liegt. Diese Tatsache liefert den arithmetischen Satz: 

Satz 1. Sind wz, ,(k=1,2,...,n) n ganze rationale Zahlen ohne 
gemeinsamen Teiler, so lassen sich stets ganze rationale Zahlen 
Z, ,(§ = 2,3, ..., 0; k=1,2,...,”) 80 bestimmen, daf die Determi- 
nante |x; ,|=1 wird. 

Das durch die n (in O zusammenstehenden) Kanten OZ, charakteri- 
sierte Parallelepiped bezeichnen wir als einen Fundamentalraum des Gitters. 
Alle Fundamentalriume desselben Punktgitters haben dann, wie aus (2) 
folgt, dasselbe Volumen. Gehéren alle Gitterpunkte eines Gitters einem 
zweiten Gitter an, so sagt man, das erste Gitter ist im zweiten enthalten. 
Mit dieser Bezeichnungsweise formulieren wir: 


Satz 2. In einem n-dimensionalen Punkigitier sind nur eine end- 
liche Anzahl von verschiedenen n-dimensionalen Punktgittern enthalten, 
deren Fundamentalraum m-mal so grof ist wie der des urspriinglichen 
Gilters, wenn m eine positive ganze Zahl bedeutet. 

Der arithmetische Inhalt dieses Satzes laBt sich dahin formulieren, 
daB es eine endliche Anzahl von ganzzahligen linearen Substitutionen der 
Determinante m von der Art gibt, daB sich jede ganzzahlige lineare Sub- 
stitution der Determinante m als Produkt aus einer dieser Substitutionen 
mit einer ganzzahligen linearen Substitution der Determinante | dar- 
stellen 1aBt. 


§ 2. 
Zerlegbare Formen und zugehérige Gitter. 


Wir beschaftigen uns hier mit irreduziblen Formen F,(z,, z,, ..-, 2,) 
von n Variablen und vom n-ten Grade mit rationalen ganzen Zahlen als 
Koeffizienten; wir nennen eine solche Form zerlegbar, wenn sie als Pro- 
dukt von m linearen Formen darstellbar ist. Zur Ausfiihrung der Zer- 
legung braucht man nur eine irreduzible Gleichung n-ten Grades aufzu- 
lésen, d. h. n konjugierte Kérper n-ten Grades zu bestimmen; alle iibrigen 
Schritte lassen sich dann rational ausfiihren. Um dies zu zeigen, deuten 
wir am einfachsten z,:2,:...:2,, als homogene Koordinaten im R,_, und 
schneiden das Gebilde F, = durch eine geeignete Gerade: 


a,=a,A+b,n (¢=1,2,...,%). 
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Es ergibt sich dann eine Gleichung n-ten Grades fiir die Verhiltnisse 
4:, welche die Schnittpunkte bestimmen. In den Schnittpunkten werden 
dann die Tangentialebenen an F, = 0 gelegt, was auf rationalem Wege 
méglich ist. Die Gleichungen der Tangentialebenen liefern die Linear- 
faktoren von F,. Ist & einer der nm konjugierten Ké6rper, die bei der 
Zerlegung von F, auftreten, so sagen wir, F, gehért zum Kérper k. 
Man kann alle zu einem gegebenen Kérper k vom n-ten Grade ge- 
hérigen zerlegbaren primitiven*) Formen in der folgenden Weise herstellen. 
Man wahlt n linear unabhangige ganze Zahlen des Korpers a,, «,, ..., «, und 
bildet die Norm von a, z, + «,2%,-+...+-a,%,. Diese stellt eine zum Kérper 
gehérige zerlegbare Form dar, die im allgemeinen nicht primitiv sein wird. 
Dividiert man sie durch den positiven gré8ten gemeinsamen Teiler der Ko- 
effizienten, so erhalt man die zugehérige primitive Form. Da man auf 
diesem Wege alle zu einem gegebenen Kérper k gehérigen zerlegbaren 
Formen erhalt‘), folgt daraus, daB man fiir jede zerlegbare Form 


F(#,,%,,...,%,) einen ganzzahligen Multiplikator a derart bestimmen 
kann, daB 

GF (Z,, %,.-+-,%,) = N(a,2, + 4,2, +... +@,2,) 
wird, wo «,,«,,...,@, ganze Zahlen eines zugehérigen Kérpers & sind. 


Ist naimlich der Koeffizient von 2; gleich a,, so kann man a = a’ wihlen 
und erhalt dann 


a, F,(2,, %, +++) %,) = N(a,z, +@,2, +... +8, 2,), 
wo die @;, wie leicht zu sehen, ganze Kérperzahlen sind. Ist namlich 


F,(z,,%,0,...,0)=a,af +a, 20 '2,+...+a,2), 
so geniigt @, der Gleichung 


y" —a,y"*+a,a,y** +... +(—1)*"*at*an_.y+(— 1)"at* a, =0, 


ist also eine ganze algebraische Zahl. Analoge Gleichungen gelten fiir 
ree 

Bildet man aus den Koeffizienten der Linearfaktoren einer zerleg- 
baren Form F,,(2,,%,,.--,2%,,) die Determinante und quadriert sie, so 
erhalt man eine rationale ganze Zahl, die als Diskriminante der Form 
bezeichnet wird. Die vorstehenden und folgenden Betrachtungen beziehen 
sich nur auf solche zerlegbaren Formen, deren Diskriminante von Null ver- 
schieden ist. 








*) Primitiv nennen wir eine Form, wenn ihre Koeffizienten keinen gemeinsamen 
Teiler haben. 


*) Im Falle eines geraden n ist eventuell noch der Faktor —1 hinzuzufiigen. 
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Wir wollen jetzt die zerlegbaren Formen zu Gittern im R, in Be- 
ziehung setzen. Es sei eine Zerlegung von F’, in Linearfaktoren gegeben durch 
P= Po «=» Pr (ta +91) (ti — 81) --- (4, + 8Y,)(Z,— FY,) (7+ 28=M), 
wo die , x, y lineare Formen von z,, x,,..., 2, mit reellen Koeffizienten 
bedeuten. Eine solche Zerlegung ist auf unendlich viele Arten ausfiihrbar, 
die man alle aus einer dadurch erhalt, da8 man den Linearfaktoren be- 
liebige konstante Multiplikatoren, deren Produkt 1 ist, hinzufiigt. Mit 
Riicksicht auf die beabsichtigte geometrische Interpretation wollen wir 
indes diese Zusatzfaktoren noch durch die Verabredung beschrinken, daB 
zu den reellen Linearfaktoren nur reelle Multiplikatoren und zu je zwei 
konjugiert komplexen Linearfaktoren auch nur konjugiert komplexe Multi- 
plikatoren hinzugefiigt werden sollen. Wir interpretieren jetzt y,,9,,..-, ,; 
Zao Was Has Was +++s XY, ls rechtwinklige Koordinaten im R, und mar- 
kieren alle Punkte, denen ganzzahlige Werte z,,x,, ..., 2, entsprechen. 
Diese bilden ein Gitter, das wir mit (O; #,, £,,..., #,) bezeichnen, 
indem wir mit O den Punkt z, = 2, = ... = 2%, = 0 und mit Z; den Punkt 
z,=1,2%,=0 (4,7 =1,2,...,,7-+ 4%) bezeichnen. Wir ordnen auf diese 
Weise der Form F,, indem wir alle méglichen Zerlegungen betrachten, 
unendlich viele Parallelengitter zu. Fixieren wir die zusitzlichen Zahlen- 
faktoren, so wollen wir diesen Vorgang als eine Orientierung des Gitters 
bezeichnen. Der Wert der Diskriminante der Form F,, ist von der speziellen 
Art der Zerlegung unabhangig und ist gleich dem Quadrat des Volumens 
des Fundamentalraumes eines zugeordneten Gitters multipliziert mit 2°°. 

Wir setzen ferner den Begriff der Aquivalenz von Formen und der 
Formenklasse als bekannt voraus. Ebenso wie einer Form unendlich viele 
Parallelengitter entsprechen, die sich nur durch die Orientierung unter- 
scheiden, entsprechen einer Formenklasse unendlich viele nur durch die 
Orientierung unterschiedene Punktgitter. 

Uber die Anzahl der Formenklassen, die zu einer gegebenen Diskri- 
minante D gehéren, gilt der folgende fiir das Weitere fundamentale Satz: 

Satz 3. In einem gegebenen Korper gehéren zu einer gegebenen 
Diskriminunte nur eine endliche Anzahl von Klassen zerlegbarer Formen. 

Beweis. Ist a die absolut kleinste Zahl (auBer Null), die von einer 
gegebenen Form der Diskriminante D dargestellt wird, so gilt |a| <<|cVD|, 
wo c eine von der Form nicht abhangende Konstante bedeutet. Man be- 
weist dies nach H. Minkowski am einfachsten mit Hilfe eines zugeord- 
neten Gitters. Ich suche im Gitter den nachsten Gitterpunkt 7 an O, 
der von O die Entfernung ¢ haben mége. CKonstruiert man nun einen 
Wiirfel mit O als Mittelpunkt und ¢ als -Diagonale und stellt die ent- 
sprechenden Wiirfel fiir die iibrigen Gitterpunkte her, so kénnen sich diese 
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Wiirfel nicht durchdringen, und daher ist ihr Volumen kleiner als ¥/ D| oder 


( =) <ViD|, t"<Vn"|D\. 
yn 

Es ist daher, wenn # durch die Koordinaten ¢,, ¢,, ..., §,, %,, Vy) - 
7, ¥, bestimmt ist: 


e+) 


=P t+... +H+H+ +... + +R <nVi Di, 


also 
\@\<Vn ViD\, +02 <nViD) 
und daher 
n 
(3) @| S| F,% --- F(Z; +B) --- (de + Be) | <n? Vi DI. 


Nach Satz 1 kann man nun eine mit der gegebenen Form Aquivalente 
Form F bestimmen, deren erster Koeffizient a ist. Setzt man 


a®*-1F = N(az,+a,2%,+...+4,2,), 


so sind, wie friiher gezeigt wurde, alle Zahlen «,,...,«@, ganze Zahlen 
eines Kérpers k, zu dem F gehért. Das durch (az, + a,2, +... +, 2,) 
und die konjugierten Faktoren bestimmte orientierte Gitter ist dem Gitter, 
das durch alle ganzen Zahlen des Kérpers & und seiner konjugierten be- 
stimmt ist, eingelagert und hat die Diskriminante a*"-") D. Sein Funda- 
mentalraum ist das ma*-1-fache des Fundamentalraumes des ersten 
Gitters, wenn zwischen der Diskriminante D, des Kérpers k und der Form- 
diskriminante D die Beziehung D=m*D, besteht. Zufolge (3) und 
Satz 2 kann dann nur eine endliche Anzahl verschiedener Formenklassen 
existieren. 

Es sei noch auf einen Umstand hingewiesen, der den Aufbau der 
Idealtheorie von den Gittern aus erschwert, sobald n > 2 ist. Primitive 
quadratische Formen haben die Eigenschaft, da8 sie Zahlen darstellen, die 
zu einer gegebenen Zahl relativ prim sind; insbesondere haben also die 
simtlichen dargestellten Zahlen keinen gemeinsamen Teiler. Bei kubischen 
Formen und solchen héheren Grades gilt dies nicht mehr allgemein. Es 
kénnen zum Beispiel bei einer primitiven kubischen Form alle dargestellten 
Zahlen durch 2 teilbar sein, wie folgendes Beispiel zeigt. Nennt man die 
drei Wurzeln der irreduziblen Gleichung 


u®—w*+2u—8=0 
w, wo’, w” und bildet 


4F, = N(22+ 0y+ 2w*z), 


so wird 


Fy=22° + 2y*® + 1282*°+ 2*y + wy® — 6a? 2 — 24a2* + dy? e+ 16y2* — 22ryz. 


Die Form F, ist offenbar primitiv und stellt nur gerade Zahlen dar. 


Mathematische Annalen. 82. 18 
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Um einen kurzen Namen zu haben, will ich solche primitive Formen, 
bei denen die dargestellten Zahlen keinen gemeinsamen Teiler haben, als 
ganzprimitiv bezeichnen; primitive Formen, bei denen dies nicht der Fall 
ist, sollen halbprimitiv heiBen. Es ist leicht zu sehen, daB die ganz- 
primitiven Formen Zahlen darstellen, die zu einer gegebenen Zahl relativ 
prim sind®). 


§ 3. 
Die Komposition der Gitter. 


Ich werde im folgenden die zerlegbaren Formen generell mit F be- 
zeichnen, eine Hauptstammform, d. h. eine zum Kérper gehérige Form, 
welche die 1 darstellt und gleiche Diskriminante wie der Kérper hat, mit 
E. Neben den Formen werden noch ihre Linearfaktoren zu betrachten sein, 
die ich generell mit G bezeichne; einen Linearfaktor der Hauptstammform 
E bezeichne ich mit H, wenn die Zerlegung so ausgefiihrt ist, da8 der Linear- 
faktor fiir ganzzahlige Werte der Veranderlichen simtliche ganzen Zahlen 
des betreffenden Kérpers darstellt. Die durchzufiihrenden Untersuchungen 
beziehen sich immer auf simtliche konjugierte Linearfaktoren, wenn auch 
meistens nur einer von ihnen aufgeschrieben wird. Ich werde zunichst 
die durch ganzzahlige Werte der Veranderlichen darstellbaren Zahlen eines 
Linearfaktors als Gitterzahlen und ihre Gesamtheit als Gitter bezeichnen, 
vorbehaltlich spiterer genauerer Fixierung der Zerlegung der Formen 
(Orientierung des zugehérigen Punktgitters); ein Gitterpunkt bestimmt 
immer n Gitterzahlen, die den nm konjugierten Kérpern zuzuweisen sind. 
Zwei demselben Linearfaktor zugehérige Gitterzahlen haben als Quotient 
immer eine (im allgemeinen gebrochene) Kérperzahl. 

Wir beschaftigen uns zunichst mit der Definition der Komposition 
zweier zum Kérper & gehérigen Gitter. Es seien a«{z, +... + a,2, und 
B.y,+.-.+ Bay, die die Gitter bestimmenden Linearfaktoren. Wie 
friiher gezeigt ist, kénnen wir dann konstante Multiplikatoren £, 7 so be- 
stimmen, daB die Koeffizienten «,, 8; in den Linearformen 


(, Z +... $4, 2, = F(a, 2, +... + Onn), 

By, + .-- + By, = (BY, + «+. + Ba Yn) 
ganze Kérperzahlen werden. Wir bilden nun alle Produkte «;/, 
(i, &=1,2,...,m) und betrachten das System aller Zahlen, die sich aus 


ihnen durch beliebig wiederholte Addition und Subtraktion zusammen- 

setzen lassen. Diese liefern dann zusammen mit den konjugierten Zahlen 
®) Das Auftreten der halbprimitiven Formen-erschwert, wie bekannt ist, auch 

die Theorie der Diskriminanten; vgl. z. B. K. Hensel, Journ. f. Math. 113 (1894) 
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ein n-dimensionales Gitter. Denn sie sind dem zum Kérper gehérigen Haupt- 
stammgitter eingelagert und gehéren nicht bereits einem (m — 1 )-dimensio- 
nalen Gitter an, da dies schon von den Zahlen f, «,(¢ = 1, 2,..., m) nicht 
gilt. Man kann daher unser System in der Gestalt y,z,+ ...+y,2, 
darstellen, wo die y, geeignet gewihlte ganze Kérperzahlen bedeuten. 
Macht man den formalen Ansatz: 


(4) (G@, %, + ees + @, %)(B, y, "T eee + 8B, y,,) =%,% + a + Yn %m> 


so ergeben sich zufolge unserer Definition die z, als bilineare ganzzahlige 
Funktionen der z; und y,: 


n nn 
Sy’ rT %, 

1 ey Gi Mies ++ > en = Ge MY 
ik=1 ik=1 


Setzt man - = yi (i= 1, 2,...,m), so gilt die (4) entsprechende Relation 


(5) z 


(4°) (a@ja,+... + oh, tm) (B, y, re + Ba yn) = riz, + -++ + Yn Ses 
und alle Produkte «/ 6; (i, k = 1, 2,...,) sind ganzzahlig durch die Linear- 
form yj z, + ... + ¥n2, darstellbar. 


Da mit (4) zugleich die konjugierten Relationen in den mit k kon- 
jugierten Kérpern gelten, wird durch unsere Erklaérung den beiden Aus- 
gangsgittern ein ganz bestimmtes drittes Gitter zugeordnet, das wir das 
aus den beiden ersten komponierte Gitter nennen. 

Diese Erklarung der Komposition l48t sich von den Gittern auf die 
zugehérigen zerlegbaren Formen iibertragen. Setzt man 

aF,(z,,...,%,)= N(a,2,+...+4a,2,), 
(6) bF,(y,,---> 9%.) =N(By, +--- +B y,), 

ab F,(2,,..-,%,)=N(y,2, +... +7,%)s 
wobei unter F,, F, primitive ganzzahlige Formen verstanden werden, so 
soll die Form F, aus F, und F, komponiert heiBen. Durch die Sub- 
stitution (5) geht F, in das Produkt F,-F, iiber. Wie aus der Definition 
der Komposition hervorgeht, werden nicht eigentlich die Formen, sondern 
die Formenklassen komponiert, da man F,, F,, F, durch resp. aquivalente 
Formen ersetzen kann. Von der komponierten Form F, steht zunichst 
nicht fest, daB sie ganzzahlige Koeffizienten hat; dies wird sich erst in § 6 
ergeben. Dagegen gehért auch zu y,z,-+ ... + 7,2, eine ganz bestimmte 
primitive Form, die wir die aus F, und F, komponierte primitive Form 
nennen wollen. 

Uber die Diskriminante der komponierten Form gilt der folgende 

Satz 4. Komponiert man die beiden zum Korper gehérigen primi- 
liven Formen F, und F,, 80 ist die Diskriminante der komponierten 
Form F,, nicht gréfer als die Diskrimnante von F, oder F,. 

18* 
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Beweis. Es sei 


aF,(z,)= N(a,z,+...+a,2,), OF, (y)—N(b,y,+--.+8,y,), 
ab F,(2,)= N(y,2,+ -..+7,2%,) 

und die Diskriminanten von F,, F,, F, seien resp. f, D, f, D, f, D, wenn 

D die Kérperdiskriminante bedeutet. Setzt man zur Abkiirzung 


_— 7 a 
« , 2, i CC. £ 


nn? 


so gilt nach der Definition der Komposition 


«Bp, SH iN + coe TF ey nine 
ap, = Tits + a i ZT, onl'n? 
wo die x, , ganzzahlige lineare Funktionen der x, bedeuten. Aus diesen 
Gleichungen folgt*): 

N(a)* A(B;) = |x, 4) 4(y, ), 


oder 
a* Fib*f; D=|x, ,|'a%6"f, D, 
hs 
F,=+ i, ix: 


Ware nun /, >/f,, so miiBten die Koeffizienten von F, einen gemein- 
samen Teiler haben, was gegen die Voraussetzung ist. In analoger Weise 
zeigt man, daB fy af sein muB. 
§ 4. 
Das System der orientierten Gitterzahlen. 


Wir wollen jetzt die zu den zerlegbaren Formen im Kérper K ge- 
hérigen Linearfaktoren in bestimmter Weise normieren, um die endgiiltige 
Orientierung der Gitter vorzubereiten; wir werden diesen Vorgang auch 
kurz als Orientierung der Linearfaktoren bezeichnen. Es sei also @’ ein 
zum Kérper gehériger Linearfaktor, dessen Koeffizienten wir als ganze 
Kérperzahlen annehmen. Wir komponieren dann zunichst G’ mit H, was 
den Linearfaktor G ergeben mége. Da H die 1 darstellt, ist G’ in G 
enthalten und es geniigt daher, die Orientierung von G vorzunehmen, wenn 
verabredet wird, da& G’ so orientiert werden soll, da er in dem orientierten 
G enthalten ist. 

Der Linearfaktor G befriedigt die Kompositionsgleichung GH = G, 
denn es ist GH =G@’-H-H=G’'.-H=G. Wir brauchen uns also im 
folgenden nur mit solchen Linearfaktoren zu beschiftigen, die mit H 
komponiert sich reproduzieren. 





*) A ist im folgenden das Zeichen fiir die Diskriminante. 
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Wir komponieren nun @ wiederholt mit sich selbst und erhalten da- 
durch eine Serie von Linearfaktoren G*,G@*,..., die offenbar alle die 
Eigenschaft haben, da8 sie sich mit H komponiert reproduzieren. Daraus 
folgt, daB die zu diesen Linearfaktoren gehérigen primitiven Formen keine 
gréBere Diskriminante als die Kérperdiskriminante haben kénnen. Denn 
diese Formen reproduzieren sich, wenn man sie mit der Hauptstammform 
komponiert und kénnen daher nach Satz 4 keine gréBere Diskriminante 
haben als diese. Nun gibt es aber nach Satz 3 nur eine endliche Anzahl 
von Formenklassen, deren Diskriminante nicht gréBer als die des Kérpers 
ist; es miissen daher in der Serie der Formen zwei aquivalente vorkommen. 
Daraus schlieSt man, daB fiir die Serie der Linearfaktoren eine Beziehung 


gq" = ft q? 
stattfinden mu, wo « eine Kérperzahl ist. Dann gilt aber auch: 


(7) q?.& — g?, 


u 
Es sei nun 


G? 
Fr icn & " _ 
G* =c,2%, +... +a,%,, 4 OM +... +O, 2. 


. , , Ge 
Bezeichnet w irgendeine Zahl aus —, so mu8 zufolge (7) gelten: 
ft 
Ma, =a, ,% +... +4, a, 
wt, = 4, 4+... +4, ,@,, 


wo die a; , ganze rationale Zahlen sind. w geniigt daher der Gleichung 


ae —@, G, 2: +++, 


wo | 
=0 


1G, a> Bn gs ++ +> By g — @| 


und ist deshalb eine ganze Zahl. Der Linearfaktor = enthalt also nur 


ganze Zahlen. Ferner stellt er die 1 dar, denn es mu8 ebenfalls nach 
(7) gelten: 


a, =D, 1%, +... +o, .%, 

=O, 1% +... +o, 4G, 
und daher 

| 

@, mt Des Sieg ®, 


=0, 





|@, a> voy @ 1 
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wo die w,, Zahlen aus = bedeuten. Daraus folgt, da8 a die Zahl 


1 enthalt und, da es sich mit H komponiert reproduziert, muB es gleich 
H sein. Es muB also gelten: 


(8) Gt = nH. 


War G=y,2,+.-..+7,2,, 80 bezeichnen wir jetzt, indem wir von den 


Werten Vin einen beliebigen wahlen, als zugehérigen orientierten Linear- 
faktor 


G= 8 = e @,+..:+ Tee, = EB +. +E, 
Ve Ve Ve 

dessen Koeffizienten &, ganze algebraische Zahlen sind, und fiir den dann 

die Kompositionsgleichung G‘= H gilt. Die durch die Linearfaktoren G 

bestimmten Gitter sollen kurz als die Stammgitter und die zugehérigen 

primitiven Formen als Stammformen des Kérpers bezeichnet werden; es 


wird sich spater ergeben, da8 ihre Diskriminante gleich der Kérper- 
diskriminante ist. 


Abgesehen von der Mehrdeutigkeit von V 4 ist eine verschiedene Orientie- 
rung auch noch dadurch méglich, da8 man in (8) mu durch sue ersetzt, wo 
e irgendeine Kérpereinheit bedeutet, denn es ist «»H = nweH. Die Anzahl 
der Méglichkeiten ist aber doch nur eine endliche, denn auch fiir @ gilt 
G = eG, wenn « wieder irgendeine Kérpereinheit bedeutet. Denn wegen 
G-H=G ist eG in G@ enthalten und, da die Diskriminanten iiberein- 
stimmen, miissen die Zahleninhalte von G und eG iibereinstimmen. Es 
hat also keinen EinfluB auf die Orientierung von G, wenn ich uw mit einer 
q-ten Potenz einer Einheit multipliziere. 


Von den verschiedenen noch bestehenden Méglichkeiten der Orientierung 
abstrahieren wir jetzt zunichst und sehen Linearfaktoren, deren Orientierung 
sich nur auf die angegebene Art unterscheidet, als identisch an. Bei dieser 
Annahme bilden die betrachteten Linearfaktoren gegeniiber der Komposition 
eine endliche Abelsche Gruppe, deren Einheitselement H ist. Sind namlich 
G, und G, zwei orientierte Linearfaktoren, so gibt es zwei Exponenten g, 
und g,, so da8 G* — GP = H ist, woraus (G,G,)"“ = H folgt. Da ferner 
G,G,-H =G, G, ist, gehort G, G, zu den orientierten Gittern. AusGG*"'=H 
folgt weiter, daB zu jedem Gruppenelement G ein inverses existiert, das 
auch mit G~* bezeichnet werden soll. SchlieBlich folgt die Endlichkeit 
der Gruppenordnung aus Satz 3, da zufolge der Kompositionsgleichung 
GH =G die Diskriminante zu den Gittern gehériger primitiver Formen 
nach Satz 4 nicht gréBer als die Kérperdiskriminante sein kann. Nach 
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einem bekannten Satze kann man nun unsere Abelsche Gruppe durch eine 
Basis darstellen: 


ee (e,== 1,2,...,q). 


Wir wahlen jetzt fiir die Basiselemente G,,..., G, unter den méglichen 
Orientierungen eine willkiirlich aus und orientieren dann die iibrigen Linear- 
faktoren gem&8 ihrer Zusammensetzung aus den Basiselementen. Wir er- 
halten so ein véllig bestimmtes System von Linearfaktoren, die zum 
Kérper k gehéren. Die von diesen dargestellten Zahlen adjungieren wir 
jetzt zum Kérper k& und erhalten so das System der orientierten Gitter- 
zahlen fiir den Kérper k. Das System dieser Zahlen liegt in einem alge- 
braischen Zahikérper iiber k, der metazyklisch in bezug auf & ist. 

Wir werden nun das Rechnen mit diesen Gitterzahlen untersuchen und 
insbesondere feststellen, daB die eindeutige Zerlegbarkeit in Primfaktoren 
in dem erweiterten System wieder gilt. 


§ 5. 
Das Rechnen mit den Gitterzahlen. 


Wir beginnen mit der Multiplikation der Gitterzahlen. Fiir diese gilt 
der folgende einfache 

Satz 5. Zwei Gitterzahlen geben multipliziert wieder eine Gitterzahl. 

Diese Tatsache ist eine direkte Folge der vorgenommenen Orientierung 
der Gitter. 

Beziiglich der Division gilt folgender 

Satz 6. Ist der Quotient zweier Gitterzahlen eine ganze algebraische 
Zahl, so ist er wieder eine Gitterzahl. 

Beweis. Es seien &, und é, zwei Gitterzahlen, die den Gittern G, 
resp. G, angehéren mégen, und der Quotient &, = z sei eine ganze alge- 


braische Zahl. Es gibt dann ein bestimmtes Gitter G,, so daB die Kom- 
positionsgleichung G,-G,—G, gilt. Setzt man in die zugehérigen Kom- 
positionsformeln die Koordinaten von é; und é, ein, so erkennt man, daB 
€, sicher durch G, fiir rationale Werte der Koordinaten dargestellt wird. 
Ich zeige nun, daB jedes der betrachteten G nur fiir ganzzahlige Werte der 
Koordinaten ganze Zahlen darstellt, womit dann unser Satz bewiesen ist. 
Es sei 
G=§,4,+...+é 2, 


und es mége eine ganze algebraische Zahl 


(9) Bat athe 
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geben, bei der nicht alle Z, durch die ganze rationale Zahl gq teilbar sind. 
Ich suche dann alle ganzen algebraischen Zahlen von der Gestalt (9). 
Diese bilden offenbar wieder ein Gitter: 


GQ = Ey t+... + bate» 
das G enthilt, aber von G verschieden ist. Das Gitter G’ befriedigt die 
Beziehung 
G.H=@. 
Denn ist ¢’ eine Zahl aus G’ und @ eine Kérperzahl, so liegt ¢’g und 
daher auch gam in G und demnach t'w in G’. Ist Gg’ — H, so gilt 
iiberdies G*~*. G@’ = H, denn das Gitter G*~*.@’ enthalt G@* und enthilt 
andererseits nur ganze Kérperzahlen, ist also mit G* identisch. Aus 
g*:. Gg’ ali g*-. G 
wiirde dann durch Multiplikation mit G die Gleichung G’=@G folgen, was 
zu einem Widerspruch fiihrt. 


Aus den vorstehenden Uberlegungen folgt leicht, daB alle durch eine 
zum Gitter G gehdrige Gitterzahl ¢ teilbaren Kérperzahlen durch §@™* 


gegeben sind. Denn ist @ eine durch é teilbare Kérperzahl, so ist ; im 


Gitter G~* mittels rationaler Koordinaten darstellbar; weil ; ganz ist, 


sind dann auch die Koordinaten ganze Zahlen. Daraus ergibt sich aber 
weiter, daB zwei Gitter auBer dem Nullpunkt keinen Punkt gemeinsam 
haben. Lage namlich ¢ in @ und @’, so miiBten die Gitter §G™* und 
£@’~* und daher auch @ und @’ identisch sein. 

Wir kénnen jetzt den Begriff der Primzahl in unserem Zahlensystem 
festlegen, indem wir unter einer solchen eine Zahl verstehen, die durch 
keine Gitterzahl auBer durch sich selbst und Einheiten teilbar ist. Es 
laBt sich dann leicht zeigen, daB jede Gitterzahl als Produkt einer end- 
lichen Anzahl von Primzahlen darstellbar ist. Ist & keine Primzahl, so 
mu8 £ durch eine Gitterzahl » teilbar sein. Nach Satz 6 ist dann der 


Quotient i= ¢ ebenfalls eine Gitterzahl und es gilt demnach die Zer- 


legung §=7-¢. Samtliche Gitterzahlen gehéren einem Oberkérper K von 
k an. Nimmt man die Normen’) von £,7,¢ in K, so folgt: 


N(&)= N(m)-N(¢). 


Es miissen daher die Normen von 7 und ¢ kleiner als die Norm von & 


*) Es sei ausdriicklich bemerkt, da8 im allgemeinen N (é) nicht die Norm des 
Ideales — im Sinne der Idealtheorie, sondern eine Potenz derselben ist. Vgl. die 
Definition der Norm auf 8. 273. 
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sein. Daraus schlieBt man, daB die Zerlegung nach einer endlichen Anzahl 
von Schritten beendet sein muB. 


Uber diese Zerlegung gilt der fundamentale 
Satz 7. Jede Gitterzahl ist abgesehen von der Rethenfolge der 
Faktoren und abgesehen von Hinheitsfaktoren eindeutig in ein Produkt 
von Primzahlen zerlegbar. 
Beweis. Es seien 
o= 8, ...8 
@= 11% +--+ 
zwei verschiedene Zerlegungen der Gitterzahl g in Primfaktoren. Ich will 
dann zeigen, daB £ mit einem der Faktoren y, iibereinstimmen mu8. Es 


mégen die Zahlen &, y; resp. den Linearfaktoren G(), G(n;) angehéren. 
Ick bilde dann die Zahlensysteme 


EG™*(€) + 4,@-*(n,) = G, (¢=1,2,...,¢@); 


die lauter Kérperzahlen enthalten. Fiir die Linearfaktoren G, gilt infolge 
ihrer Zusammensetzung: 


G,-H =G,. 


Die Linearfaktoren G, kénnen sich daher von den orientierten Linear- 
faktoren nur um einen konstanten Faktor unterscheiden: 


, 
G; _ T; G; ’ 
wo G; ein orientierter Linearfaktor ist. Aus 
Gi=1-G,"=1-H 


folgt dann, daB 1; und daher auch 1% eine ganze algebraische Zahl ist. 
Da iiberdies 1, Quotient zweier Gitterzahlen ist, ist rt, selbst eine Gitter- 
zahl. rt, ist aber ein Teiler von é und 7,, denn r, teilt alle Zahlen EG™*(é) 
und 7;,@~*(m,) und daher rt} alle Zahlen ¢”-H und n®-H, also auch 
und 7%. Demnach sind die Zahlen (: 2 (™)" und folglich auch £, 7 ganz. 
Sind § und », verschieden, so ist dies nur méglich, wenn 1, eine Einheit 
ist. Es ist dann also G;= H*). Ist nun é von allen 7, verschieden, so 
muB8 gelten * 

EG" (é)+ 0,4 “(n,) =H (¢=1,2,...,q). 
Multipliziert man alle diese Gleichungen, so kommt auf der rechten Seite 
wieder H, auf der linken erhalt man ein System von Zahlen, die simtlich 
durch é teilbar sind. Es ergibt sich also ein Widerspruch, und daher mu8 


*) Denn es ist G) = H. Bedeutet also # irgendeine Kérperzah! aus er, 80 
stellen die Systeme #G, und fH alle durch # teilbaren Kérperzahlen dar, woraus 
G,=H folgt. 
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— mit einem der Primfaktoren », iibereinstimmen, etwa = y,. Setzt man 


dann dieselbe Schluiweise mit £ fort, so folgt schlieBlich die Uberein- 
stimmung beider Zerlegungen. ; 
Die Addition von Gitterzahlen ist im allgemeinen nur innerhalb des- 
selben Gitters gestattet, wenn man nicht das Zahlensystem verlassen will. 
Gitterzahlen, die demeelben Gitter angehéren, werden als aquivalent 
bezeichnet und bilden eine Klasse von Gitterzahlen; der Quotient zweier 


aquivalenter Gitterzahlen ist eine (im allgemeinen) gebrochene Kérperzahl. 


§ 6. 
Vervolistandigung der Kompositionstheorie. 


Auf Grund der eindeutigen Zerlegbarkeit der Gitterzahlen in Prim- 
faktoren kann man die elementaren Entwicklungen der rationalen Zahlen- 
theorie auf algebraische Zahlen iibertragen. Wir fiihren zunachst den 
Satz an: 


Satz 8. Sind «, B zwei ganze algebraische Zahlen ohne gemeinsamen 
Teiler, so laBt sich die Gleichung aa, + £8, = 1 durch ganze algebraische 
Zahlen «,, 8, befriedigen. 

Zum Beweise betrachtet man einen Kérper k, der « und £ enthalt. 
In ihm gilt «H + 6H = H, woraus unsere Behauptung folgt. Auf Grund 
von Satz 8 kann man den Begriff des gréBten gemeinsamen Teilers & zweier 
algebraischer Zahlen a, # einfiihren als einer ganzen algebraischen Zahl von 
solcher Beschaffenheit, da8 <, ohne gemeinsamen Teiler sind. Durch 


diese Definition ist ¢ bis auf algebraische Einheiten bestimmt. Ist nim- 


lich auch = : ohne gemeinsamen Teiler, so gelten die Gleichungen: 


Se oe a . 

Fat Fo =l Co, + BE =6€ 
oder 

« B , 

gut nm! cn, + Bng=, 


wo &,,&,, ,, %_ ganze algebraische Zahlen sind. Dividiert man die erste 
Gleichung durch , die zweite durch £, so erkennt man, daB : : z ganze 
algebraische Zahlen, also Einheiten sind. 

Wir fiihren ferner einen Satz an, der eine Verallgemeinerung des 


GauBschen Satzes iiber Polynome mit rationalen ganzen Koeffizienten 
darstellt: 


Satz 9. Sind P,(z,y,...) und P,(z,y,...) Polynome mit ganzen 
algebraischen Zahlen als Koeffizienten und sind &,, 5, resp. die grépten 
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gemeinsamen Teiler der Koeffizienten von P, und P,, 80 ist &,-& der 
grépte gemeinsame Teiler der Koeffizienten von P,-P,. 

Betrachtet man den Kérper k, der simtliche Koeffizienten von P, 
und P, enthalt, so sind &, und é, Gitterzahlen dieses Kérpers. Auf Grund 
der eindeutigen Zerlegbarkeit der Gitterzahlen in & in Primfaktoren kann 
man dann den Beweis wie fiir Polynome mit rationalen ganzen Koeffi- 
zienten fiihren. 

Auf Grund von Satz 9 kénnen wir die Komposition beliebiger zu 
einem Kérper gehériger zerlegbarer Formen erledigen: 

Satz 10. Komponiert man zwei zu demselben Korper k gehérige 
zerlegbare primitive Formen, so ist die komponierte Form wieder eine 
zum Korper gehérige ganzzahlige zerlegbare primitive Form. 

Es seien F, und F, zwei zum Kérper k gehorige zerlegbare primitive 
Formen und a und b zwei ganze rationale Zahlen, so daB 


aF, =(a,2%,+...+,2,) (aa, +...+agz,)...(a"2, +... + ana), 

bF, =(B,2,+...+B,2,) (Bi %, +--+ Baan) --- (Bera, +... + Bra) 

wird, wo die Koeffizienten der Linearfaktoren ganze algebraische Zahlen 

sind. Ist ¢, der groBte gemeinsame Teiler von «;’, ..., a, », der groBte 

gemeinsame Teiler von f\, ..., £,’, so ist nach Satz 9 bis auf Einheiten 
a=, 6,...&,, b= 1, N+ ++ Ny: 

Setzt man gemaB der Definition der Komposition 

‘ (4,2 +... + 0,24) (BY: +--+ + BaYn) = 121 +--+ + Yn Bn 

un 
abF,(2,)= N(y,2, +... +%2n)s 

so wird F, eine primitive ganzzahlige Form, denn die Zahlen y,,..., 7, 

haben den gréBten gemeinsamen Teiler £,7, und daher die Koeffizienten 

der Form N(y,2,-+...+y,2,) den gréBten gemeinsamen Teiler ab. 

Auf Grund des allgemeinen Kompositionstheorems, das durch Satz 10 
geliefert wird, kénnen wir jetzt leicht zeigen, daB die friiher betrachteten 
orientierten Linearfaktoren zu denjenigen zerlegbaren Formen gehdéren, 
deren Diskriminante gleich der Kérperdiskriminante ist. Wir schicken 
hierzu noch folgenden Satz vorweg: 

Satz 11. Die Diskriminante einer zu einem algebraischen Zahl- 
kérper k gehérigen ganzzahligen, zerlegbaren Form ist niemals kleiner 
als die Korperdiskriminante D. 

Es sei F eine zu k gehdérige ganzzahlige zerlegbare Form, die wir als 
primitiv annehmen kénnen und deren Diskriminante nicht gréBer als die 
Kérperdiskriminante sei. Bilden wir die Formen F’, Fr’, ..., 80 sind dies 
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wieder ganzzahlige Formen, deren Diskriminante nicht gréBer als die 
Kérperdiskriminante ist. Es mu8 daher einen Exponenten h geben, so 
daB F* —£E ist, wo E eine Hauptstammform bezeichnet. Dann kann 
aber nach Satz 4 die Diskriminante von F nicht kleiner als D sein. 

Nunmehr kénnen wir leicht den folgenden Satz beweisen: 

Satz 12. Alle zerlegbaren primitiven Formen F, deren Diskrimi- 
nante gleich der Korperdiskriminante D ist, und nur diese befriedigen 
die Kompositionagleichung F-E = F, in der E eine Hauptstammform des 
Korpers bezeichnet. 

Es sei F eine ganzzahlige zerlegbare Form der Diskriminante D, und 
F-E=F’. F’ ist dann wieder eine ganzzahlige zerlegbare Form, deren 
Diskriminante nach Satz 4 nicht gréBer als D und daher nach Satz 11 
gleich D ist. Da F’ die Form F enthalt, mu8 dann F’ =F sein. Ist F 
eine ganzzahlige primitive Form, deren Diskriminante gréBer als D ist, 
so ist nach Satz 4 stets F ZH + F, womit unser Satz bewiesen ist. 

Wir haben friiher nur den einzelnen Linearfaktor orientiert, ohne auf 
die konjugierten Riicksicht zu nehmen. Es soll jetzt noch kurz erértert 
werden, wie die konjugierten Linearfaktoren am zweckmaBigsten gemein- 
sam zu orientieren sind. Ist G = é,z, + ...-+- & 2, ein orientierter Linear- 
faktor, so existiert eine Gitterzahl £ von der Art, da 


EG =a,2,+...+ 4,2, 
wird, wo die a, ganze Kérperzahlen sind. Es mége gelten 
BGt=pH, F«=—yp. 


Es ist nun das Nachstliegende, zur Orientierung der konjugierten Linear- 
faktoren von den konjugierten Ausdriicken «,"x, +... + a,’z, auszugehen 


und durch Vue zu dividieren, wo yu“ die entsprechende konjugierte Zahl 
zu « bezeichnet. Denn es gilt natiirlich: 

(Oe +...+ a02,)f = nH". 
Dabei bleibt dann nur noch die Hinzunahme von g-ten Einheitswurzeln 
willkiirlich. 

Indessen ist hier noch auf einen Umstand hinzuweisen. Wir haben 
friiher gefordert, da8 reellen Kérpern reelle Linearfaktoren und konjugiert 
komplexen K6rpern konjugiert komplexe Linearfaktoren zugeordnet werden 
sollen. Nun kann bei geradem gq eventuell « oder eine der Zahlen »® 
negativ sein. Es ist dann allerdings gestattet, u durch eu zu ersetzen, 
wo « eine Einheit des Kérpers ist. Aber es ist doch mit der Méglichkeit 
zu rechnen, da8 keine ‘otal positive Zahl.von der Gestalt eu existiert, 
d. h. keine derartige Zahl, die in allen konjugierten reellen Kérpern positiv 
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ist. In diesem Falle modifizieren wir die obige Vorschrift und wenden 


als Divisor V+ u® an, indem wir das Zeichen in + u“ so wahlen, daB 
der Radikand positiv wird. Die Orientierung weiter so auszufiihren, daB 
konjugiert komplexen Kérpern konjugiert komplexe Linearfaktoren zu- 
geordnet sind, hat keine Schwierigkeit. 

Multipliziert man jetzt die orientierten konjugierten Linearfaktoren, 
so ergibt sich, wie leicht zu sehen ist, eine rationale ganzzahlige primitive 
zerlegbare Form. Denn setzt man das fragliche Produkt gleich »F, wo 
F eine rationale ganzzahlige primitive zerlegbare Form bedeutet, so ist 
nach Satz 9 sicher » F primitiv. Ferner mu8 (7F)* eine Hauptstammform 
ergeben, woraus folgt, daB »*—-+1 sein muB. Da endlich 7 reell ist, 
kann » selbst nur +1 sein, womit unsere Behauptung erwiesen ist. 

Ist £ eine Gitterzahl, so verstehen wir unter der Norm von é den 
absoluten Betrag des Produktes von & mit den konjugierten Gitterzahlen. 
Die Norm ist nach den eben gegebenen Ausfiihrungen stets eine positive 
ganze rationale Zahl. 

Wir kénnen endlich noch zeigen, da8 alle Stammformen eines Kér- 
pers ganzprimitiv sind. 

Satz 13. Die von einer zum Korper gehorigen Stammform dar- 
gestellten Zahlen haben nicht sdmtlich einen gemeinsamen Teiler. 

Es sei F eine solche Form und F = N(é,2, + ...+ &,2,)= N(G@). 
Angenommen, alle von F dargestellten Zahlen waren durch die rationale 
Primzahl p teilbar; dann miiBten alle Zahlen des Gitters G mit p einen 
gemeinsamen Teiler haben. Denn ist ¢ eine Zahl aus G, und & das Pro- 
dukt der mit & konjugierten Gitterzahlen, so kann man §-§ — p!m setzen, 


m*™-* 





wo (m,p)=1 ist. Ware nun = eine ganze Zahl, so ware auch N (*) =— 

. P 
eine ganze Zahl, was nicht mdglich ist. Es hat also ¢ mit p einen ge- 
meinsamen Teiler. Es sei nun 


é e 
p=27,'..- Ha" 


die Zerlegung von p in Primfaktoren im Kérper k und es sei 


|S 


== 3%; (¢==1,2,...,6). 
mn 


oe 


Ist dann 7; eine Zahl aus G, die zu 2; relativ prim ist, und setzt man 

= aj, so daB nm; eine KG6rperzahl ist; so ist a a », eime Zahl aus G, 

die durch x, teilbar, aber zu x; prim ist. Die Summe 
f=&4...+6 

ist dann eine Zahl aus G, die zu p relativ prim ist, da sie weder durch z, 

noch durch 2,,...,2, teilbar ist. Denn da z. B. &,..., & durch R, 
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teilbar, & aber nicht durch x, teilbar ist, ist auch ¢ nicht durch 2, teil- 
bar. Damit ist aber bewiesen, daB die Form F Zahlen darstellt, die nicht 
durch p teilbar sind. 


§ 8. 
Zerlegbare Formen in Ringen. 


Unter einem Ring*) in einem Zahlkérper & versteht man ein System 
von ganzen Kérperzahlen, das die 1 enthalt und innerhalb dessen Addition, 
Subtraktion und Maultiplikation unbeschrinkt ausfiihrbar sind. Die Ge- 
samtheit der Ringzahlen bildet ein Gitter H,, das Hauptgitter des Ringes, 
das dem Hauptgitter H des K6rpers eingelagert ist: 


H, =2,+4,2%,+...+4,2,. 
Die zerlegbare Form 

E, = N(2z, + 4,2, +... +a,2,) 
bezeichnen wir als eine Hauptform, die zugehérige Klasse als Hauptklasse 
des Ringes. Die Form E,, welche die Diskriminante m*D haben mége, 
wenn D die Kérperdiskriminante bezeichnet, ist in der Hauptform Z des 
KGrpers enthalten. Alle durch m teilbaren Kérperzahlen liegen im Ring, 
da 4(1,a,,...,a@,)=m*D. Ebenso wie im Kérper im allgemeinen neben 
der Hauptklasse noch weitere Formenklassen mit der Diskriminante D 
auftreten, werden wir auch in bezug auf den vorliegenden Ring neben Z, 
noch weitere Formenklassen mit der Diskriminante m*D betrachten. Um 
diese zu charakterisieren, stellen wir die folgende Uberlegung an: 


Neben der Zahl m kann es noch andere Gitterzahlen ¢ im Ké6rper 
geben von der Beschaffenheit, da8 alle durch é teilbaren Kérperzahlen im 
Ring liegen. Unter diesen Zahlen & sei ¢, eine Zahl mit absolut kleinster 
Norm. Es hat dann nicht nur jede Zahl &,-§ die angegebene Kigenschaft, 
sondern es gilt auch umgekehrt: Wenn eine Zahl 7 die Eigenschaft hat, 
da8 alle durch » teilbaren Kérperzahlen im Ring liegen, so ist durch é, 
teilbar. Da der erste Teil unserer Aussage selbstverstindlich ist, gehe ich 
gleich zum Beweise des zweiten Teiles iiber. Es sei also 7 eine Zahl von 
der Beschaffenheit, daB alle durch » teilbaren Kérperzahlen im Ring liegen. 
Ich behaupte, daB dann auch der gréBte gemeinsame Teiler + von &,, 7 
von derselben Beschaffenheit ist. Man kann +t = 3 + % setzen, wo &, 7j 
Gitterzahlen sind und ££, 17 dem durch + bestimmten Gitter angehéren. 
Ist nun die Kérperzahl « durch + teilbar, so wird «= 1-7 =§,Et + nijt. 


*) Ringe nennt man diese Bereiche nach D. Hilbert, Ordnungen nach R. Dedekind. 
Es wird angenommen, daB das betrachtete System nicht bereits in einem Unter- 
kérper von k enthalten ist. 
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Da beide Summanden rechts im Ring liegen, liegt auch @ im Ring. Wire 
nun t+ é,, so ware, da rt ein Teiler. von &, ist, N(t)< N (é,) und wir 
kamen zu einem Widerspruch mit unserer Annahme iiber &,. Es ist also 
bis auf Einheiten t= &, und daher » durch &, teilbar. 

Aus dem Vorstehenden folgt, daB die Gesamtheit der Ringzahlen aus 
einer Anzahl Kongruenzklassen fiir den Modul &, besteht. Zum Ring ge- 
héren namlich zunachst alle Zahlen c. =0(£,). Da 1 zum Ring gehért, 
miissen noch weitere Ringzahlen vorhanden sein. Ist 0, eine solche, so 
gehéren auch alle Zahlen «, = 0,(&,) zum Ring. Ist mit diesen Zahlen 
der Ring noch nicht erschépft und etwa 0, noch eine weitere Ringzahl, 
so gehéren wieder alle Zahlen «, = ,(&,) zum Ring usw. Der Ring be- 
steht also aus einer Anzah] Zahlklassen mod £,: 

a, = 0,(&,) (¢=1,2,...,@). 
Man nennt &, den Fiihrer des Ringes. Unter den Reprisentanten dieser 
Zahlklassen kénnen wir stets die Zahlen 0 und 1 annehmen. Die Gesamt- 
heit der Zahlklassen bildet eine Abelsche Gruppe gegeniiber der Operation 
der Addition. Die zu &, relativ primen Zahlklassen bilden eine Gruppe 
gegeniiber der Multiplikation, denn die Zahlklasse 1 ist vorhanden, neben 
den Zahlklassen 9; und g, tritt auch immer die Zahlklasse g, go; auf und 
zu jeder Zahlklasse 0, existiert die inverse of @A-*, wo p(é,) die Anzahl 
relativ primer Restklassen unter den ganzen Kérperzahlen mod £, bedeutet. 
Analog wie in der rationalen Zahlentheorie zeigt man namlich, daB fiir 
jede zu &, prime ganze Kérperzah] a der kleine Fermatsche Satz: 

a® (Fr) =] (&,) 
gilt. Aus der vorstehenden Betrachtung folgt der Satz: 

Satz 14. Sind die Ringzahlen «, und 8, zwm Fihrer relativ prim 
und ist der Quotient — eine ganze Zahl, so liegt er im Ring. 

Denn ist «,=0,, 8, = 0,;, 80 ist ra = eo (é,). 

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nunmehr die zum Ring ge- 
horigen zerlegbaren Formen charakterisieren. Es sei £ eine beliebige zu 
€, prime Gitterzah] im Kérper und £G@, das System aller durch ¢ teilbaren 
Zahlen aus H,. Die Zahlen des Gitters G, haben dann keinen gemein- 
samen Teiler; denn die Zahlen a, von §G, befriedigen die Kongruenz 


«, =0(é) 
und auBerdem eine der Kongruenzen 
a, =o, (é 1): 


Hatten nun die Zahlen von G, den gemeinsamen Primfaktor tr, so miiBte 
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t zu &, relativ prim sein, denn es gibt sicher Zahlen in G,, die zu é, 
relativ prim sind, z. B. diejenigen, die den Kongruenzen 
@,=O0(€), «,=1(&) 

geniigen. Fiigt man zu den obigen Kongruenzen die Bedingung 

«, == 0(ét) 
hinzu, was gestattet ist, so erkennt man, da8 die Zahlen von G_ keinen 
gemeinsamen Teiler haben kénnen. Bildet man daher die Norm von G_, 
so erhalt man eine primitive zerlegbare Form F,, die zum Ring gehért. 
Ihre Diskriminante ist, wie wir jetzt zeigen wollen, gleich der Ringdis- 
kriminante m*D"). Denn das Gitter G, befriedigt nach Definition die 
Kompositionsgleichung : 

G,-H, = G,; 
daraus folgt fiir die Form F: 

F,-£E,=F,; 


die Diskriminante von F, kann also nicht gréBer als m*D sein. Sie kann 

aber auch nicht kleiner sein. Denn fiir die Zahl ¢ gibt es zunichst einen 

Exponenten h, so daB ¢" im Kérper liegt, und weiter einen solchen Ex- 
hh 


ponenten h,, daB &°"r im Ring liegt, man kann z. B. fiir h, die Zahl p(é,) 
nehmen. Es ist nun (¢G,)"" in H, enthalten, und da &**- eine Ringzahl 
ist, ist dann nach Satz 14 auch G?*- in H, enthalten und daher die Dis- 
kriminante von G_ nicht kleiner als m*D. Sie ist also gleich m*D und 
es gilt: 

Gr* = H,, 


r 


rh — B. 


Die beiden Eigenschaften 
G.-H,=G., Gr=H 


r 


charakterisieren die zum Ring gehérigen Gitter vollstandig. Zuniachst folgt 
aus ihnen, da8 die Diskriminante der zu G, gehdrigen zerlegbaren Form F 
gleich m*D ist. Man kann ferner zeigen, daB die Form F, ganzprimitiv 
ist. Angenommen namlich, alle von F, dargestellten Zahlen waren durch 
die rationale Primzahl p teilbar. Ist dann p= ;'... 2," die Zerlegung 
von p in Primfaktoren, so mu8 jede Zahl von G, durch eine der Zahlen 2; 
teilbar sein. Man erkennt dies ebenso wie bei dem Beweise von Satz 13. 


Ich setze F =, und wahle den Exponenten q so, daB af = xf eine 
*;! ; 
Ringzahl wird. Ist dann &; eine Zahl aus G_, die nicht durch z, teilbar 


%) Es werden aber im allgemeinen nicht alle zerlegbaren Formen mit der Dis- 
kriminante m*D in der definierten Weise zum Ring gehéren. 
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ist, so ist &; = af, eine Zahl aus G,, die durch 2; teilbar und zu 2, 
relativ prim ist. Die Zahl ¢,+&,+...+ &, ist dann eine Zahl aus G,, 
die zu p relativ prim ist. Es kénnen also nicht alle durch F, darstell- 
baren Zahlen durch p teilbar sein. 
Setzt man 
G,=§,.4,+...+&2,, 


so kann man nach dem eben Bewiesenen annehmen, daB etwa ¢, zum 
Fiihrer &, des Ringes relativ prim sei. Es enthalt dann das Gitter 
ee. 
alle durch ¢{*~* teilbaren Zahlen aus H,. Denn nach unseren friiheren 
Ausfiihrungen gibt es sicher ein Gitter ¢!°~*G_, das alle durch &%~* teil- 
baren Zahlen aus H, enthilt. G, hat dann, wie oben bewiesen ist, die 
Diskriminante m*D und mu iiberdies das Gitter G, enthalten, denn alle 
Zahlen &f"*é, (¢ = 1, 2,...,m) sind in Gf und daher in H,, enthalten. 
Daraus folgt G,=G,, es ist also G, ein zum Ring gehdriges Gitter. 

Die Gesamtheit der zum Ring gehérigen Gitter bilden gegeniiber der 
Komposition eine Abelsche Gruppe, wenn man die Orientierung der Gitter 
so fixiert, daB sie den zum Kérper gehérigen orientierten Gittern ein- 
gelagert sind. Das Gitter H, bildet das Einheitselement der Gruppe. 
Sind namlich G,’ und G; zwei orientierte Gitter des Ringes, so ist auch 
G," = G,- @ ein Ringgitter, denn es erfiillt offenbar die beiden Bedingungen 


G;-H,=G;, (G,)**=H.. 


AuBerdem existiert zu jedem Gruppenelement G, ein inverses G)*-~*. 

In analoger Weise wie die Gitter G, bilden auch die zugehérigen zer- 
legbaren Formen F, eine Abelsche Gruppe. 

Die Gesamtheit der in den Gittern G, enthaltenen Zahlen sollen als 
Ringgitterzahlen bezeichnet werden, die in H, enthaltenen als Ringhaupt- 
zahlen. Ist € eine beliebige zu &, prime Gitterzahl des Kérpers, so ist sie 
auch in einem Ringgitter vorhanden. Denn ist &"”* eine Ringhauptzahl, so 
existiert ein Gitter G. von der Art, daB 


g-1G, 


alle durch ¢"*-~* teilbaren Ringhauptzahlen enthilt. G_ enthalt dann die 


Zahl =. Wir bezeichnen die Gesamtheit der zu é, primen Gitterzahlen 
als regulire Ringgitterzahlen. Fiir das Rechnen mit diesen gelten offenbar 
dieselben Gesetze wie fiir das Rechnen mit den Gitterzahlen im Kérper. 
Zum SchluB sei noch folgender oben bewiesener Satz formuliert: 
Satz 15. Alle zu einem Ring gehdrigen zerlegbaren Formen sind 
ganzprimitiv. 
Mathematische Annalen. 82. 19 
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§ 9. 
Die Automorphien der Ringformen und ihre Klassenzahl. 


Unter einer Automorphie einer zum Ring gehdérigen zerlegbaren Form F, 
verstehen wir eine ganzzahlige lineare Substitution, welche die Form ohne 
Vertauschung der Linearfaktoren in sich iiberfiihrt. Bei einer solchen 
Automorphie multipliziert sich ein zugehériger Linearfaktor G, mit einer 
Einheit «, der Norm +1. Diese Einheit muB, da sie als Quotient zweier 
Ringhauptzahlen darstellbar ist, nach Satz 14 im Ring liegen. Umgekehrt 
liefert auch jede Ringeinheit ¢, mit der Norm +1 eine Automorphie, wie 
ohne weiteres aus G,-H, = G_ folgt. 

Da hiernach die nicht im Ring liegenden Einheiten keine Automorphie 
der zum Ring gehérigen zerlegbaren Formen liefern, ist im allgemeinen 
die Klassenzahl der Ringformen nur ein Teiler von der Anzahl der Ring- 
gitter. Denn ist « eine nicht im Ring liegende Einheit von der Norm + 1, 
so reprasentieren G und «G_ verschiedene Ringgitter, wahrend die zu- 
gehérigen zerlegbaren Formen identisch sind. In dieser Beziehung gilt 
offenbar der folgende Satz: 


Satz 16. Ist e, der Index der Gruppe der Ringeinheiten mit posi- 
tiver Norm in bezug auf die Gruppe der Korpereinheiten mit positiver 
Norm, so entspricht immer e, verschiedenen Ringgittern eine zerlegbare 
Ringform. 

Man kann auch das Verhaltnis der Anzahl der Ringgitter zur Anzahl 
der K6rpergitter leicht bestimmen. Ist naimlich y(é,) die Anzahl inkon- 
gruenter relativ primer Zahlklassen mod &, im K6rper und 9,(é,) die ent- 
sprechende Anzahl im Ring, so ist das genannte Verhaltnis v = ad 5 
Sind namlich die Gitter im Kérper win 

G, = H, G,, ...,@ 
so entstehen zunichst aus H im Ring v verschiedene Gitter. H enthilt 
namlich (é,) zu &, prime inkongruente Zahliklassen mod é,, H, dagegen 
nur p,(é,). Alle m(é,) Zahlklassen aus H miissen aber in Ringgittern 
vertreten sein, und da ein einzelnes Ringgitter nie weniger und nie mehr 
als p,(é,) Zahlklassen enthalten kann, weil G,H,—G, und G,-G;*= H, 
ist, miissen genau wv verschiedene Ringgitter existieren, die Kérperzahlen 
enthalten. Bezeichnet man diese mit H,, H,,..., H\”, so laBt sich die 
Gesamtheit der Ringgitter in folgendem Schema darstellen: 


8. ty os, 
G;, G:H;,..., @,;H. 


nn? 


G,, GH, ..., GH” 
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wobei G, ein Ringgitter bezeichnet, das dem Kérpergitter G, eingelagert 
ist. Ist namlich G, ein beliebiges Ringgitter, so mu8 dies einem Kérper- 
gitter eingelagert sein, also etwa mit G; in demselben Kérpergitter liegen. 
Bildet man dann das Gitter G,G;~*, so enthalt dies Kérperzahlen, mu8 
also mit einem der Gitter H,” identisch sein. Daraus folgt dann: 


G, = G; . H®. 
Unter Beriicksichtigung von Satz 16 folgt dann “*) 

Satz 17. Ist &, der Fiihrer des Ringes und sind p(é,) und 9, (é,) 
die Anzahl inkongruenter zu &, primer Zahlklassen mod £, im Korper, 
resp. im Ring, so ist das Verhdlinis der Klassenzahl der zerlegbaren 
Formen im Ring zu der im Korper 

v (Es) 
Cr Pr (E 7)’ 
wobet e, die im Satz 16 angegebene Bedeutung hat. 

Man nennt zwei zum Fiihrer prime Ringgitterzahlen aquivalent, wenn 
sie demselben Ringgitter angehéren oder solchen, die durch Multiplikation 
mit einer Einheit von positiver Norm auseinander hervorgehen. Bei dieser 


Definition gibt der in Satz 17 genannte Quotient auch das Verhiltnis der 
Klassenzahl der Gitterzahlen im Kérper zu der im Ring an. 





11) Der Satz ist zuerst von R. Dedekind bewiesen worden. 


(Eingegangen am 17.4. 1920.) 








Aufzihlung der Abbildungsklassen endlichfach 
zusammenhiingender Flichen.') 


Von 
L. E. J. Brouwer in Amsterdam. 


Sei O ein Punkt der endlichfach zusammenhangenden Flache «, F die 
Gruppe der geschlossenen stetigen Kurven von yu durch O (welche in bezug 
auf F nur dann als verschieden betrachtet werden, wenn sie sich nicht 
mittels stetiger Modifizierung unter Festhaltung von O ineinander iiber- 
fiihren lassen), N eine aus den, falls « zweiseitig ist, der Fundamental- 
relation 

©, @_G, Gy’... Ga—-30nGn-2Gn Snt1 --- Garn = I 
und, falls « einseitig ist, der Fundamentalrelation 
i LEE a 

geniigenden Kurven a,,@,,...,@n; (welche wir in dieser Reihenfolge ge- 
ordnet denken) bestehende ,,Normalbasis“ von F, O’ ein Punkt der end- 
lichfach zusammenhangenden Flache «’, G die Gruppe der geschlossener 
stetigen Kurven von uv’ durch 0’, M eine aus den Kurven b,, },,...,6 
bestehende Normalbasis von G. 

Zu einer eindeutigen stetigen Abbildung o von yu auf uw’, welche O 
in O', mithin jedes a, in eine Kurve a{ durch O’ iiberfiihrt, gehért ein 
»» 1 'ransformationsformelsystem 


r 


(1) a, = y,(b,...5,) (»=1,2,...,n+m), 
wo die » Produkte darstellen. 


Sei 7(6,...5,) ein willkirliches Element von G, so nennen wir 
das Formelsystem 


(2) a, = 79-2%™ (y»=1,2,...,.n+m) 
*) Vgl. ein der Amsterdamer Akad. d. Wiss. am 26. Juni 1920 vorgelegtes und 
ein der Pariser Akad. d. Wiss. am 12. Juli 1920 vorzulegendes Referat. 
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zu (1) dhnlich. Innerhalb der Klasse von o bestimmt man leicht O in O’ 
iiberfithrende Abbildungen von « auf «’, zu denen (2) als Transformations- 
formelsystem gehért. Umgekehrt gehért zu jeder O in O’ iiberfiihrenden 
Abbildung von yu auf «’, welche zur Klasse von o gehért, ein zu (1) ahn- 
liches Transformationsformelsystem. 

Somit bestimmt jede Klasse von Abbildungen von « auf yu’ (zu 
welcher ja, immer O in O’ iiberfiihrende Abbildungen gehéren) eine voll- 
standige Menge untereinander ahnlicher Transformationsformelsysteme. Wir 
bezeichnen diese Menge als das formale Bild der Klasse und stellen das 
Problem, die Bedingungen zu ermitteln, unter denen zwei dasselbe for- 
male Bild B besitzende') Abbildungsklassen x, und x, von s auf u’ 
identisch sind. 

Den Ausgangspunkt der Lésung dieses ,,Klassenproblems“ bildet das 
Theorem *), daB zwei eindeutige stetige Abbildungen einer Kugel « auf eine 
Kugel «' sich dann und nur dann stetig ineinander iiberfiihren lassen, 
wenn sie denselben Grad besitzen. Wir stellen diesem Theorem zunichst 
das Korollar an die Seite, daB zwei eindeutige stetige Abbildungen o, 
und o, einer mit einer Indikatrix versehenen Kreisfliche k mit der 
Grenze g auf eine mit einer Indikatrix versehene Euklidische Kugel «’, 
welche fiir g dasselbe Bild g’ bestimmen, sich dann und nur dann unter 
Festhaltung aller Punkte von g’ stetig ineinander iiberfiihren lassen, wenn 
je zwei entsprechende simpliziale Approximierungen von o, und oa, den- 
selben Inhalt besiizen. 

Sodann nennen wir zwei Segmente von g’, welche entweder zusammen- 
fallen und dabei in bezug auf den Umlaufssinn von g’ entgegengesetzt 
gerichtet sind oder zueinander antipodisch gelegen und dabei in bezug auf 
den Umlaufssinn von g’ gleich gerichtet sind, ein Segmentenpaar erster 
Art von g’. Dagegen bezeichnen wir zwei Segmente von g’, welche ent- 
weder zusammenfallen und dabei in bezug auf den Umlaufssinn von g’ 
gleich gerichtet sind oder zueinander antipodisch gelegen und dabei in bezug 
auf den Umlaufssinn von g’ entgegengesetzt gerichtet sind, als Segmenten- 
paar zweiter Art von g’. 

Wenn g’ Segmentenpaare erster Art enthalt, welche unter Erhaltung 
ihrer charakteristischen Eigenschaft und unter Invarianz ihrer Endpunkte 
nach Belieben stetig variiert werden kénnen, im iibrigen aber unverander- 
lich ist, so werden wir sagen, daB g’ eine Variabilitdt erster Art besitzt. 

Wenn g’ nebst eventuellen Segmentenpaaren erster Art solche zweiter 
Art enthalt, welche unter Erhaltung ihrer charakteristischen Eigenschaft 


1, Wie man unmittelbar einsieht, ist diese Kigenschaft von der Wahl der 
Punkte 0 und O’ unabhangig. 


*) Amsterd. Berichte, holl. Ausgabe 21, S. 309; engl. Ausgabe 15, S. 360 (1912). 
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und unter Invarianz ihrer Endpunkte nach Belieben stetig variiert werden 
kénnen, im iibrigen aber unveranderlich ist, so werden wir sagen, dab g’ 
eine Variabilitat zweiter Art besitzt. 


Wenn g’ einzelne Segmente enthalt, welche unter Festhaltung ihrer 
Endpunkte nach Belieben stetig variiert werden kénnen, so werden wir 
sagen, daB g’ eine Variabilitat dritter Art besitzt. 

Diese Definitionen erméglichen uns, aus unserem Korollar das nach- 
stehende Theorem zu folgern: 


Hauptsatz. Zwei eindeutige stetige Abbildungen o, und o, einer mit 
einer Indikatriz versehenen Kreisflache k mit der Grenze g auf eine mit 
einer Indikatriz versehene Euklidische Kugel des Flacheninhaltes 1, welche 
fiir g dasselbe Bild g’ bestimmen, lassen sich, wenn fiir g’ eine der drei 
obigen Variabilitaten vorliegt, dann und nur dann stetig ineinander iiber- 
fiihren: 

1. wenn g’ eine Variabilitat erster Art besitzt und je zwei entspre- 
chende simpliziale Approximierungen von o, und o, denselben Inhalt haben; 

2. wenn g' eine Variabilitdt zweiter Art besitzt und die Inhalte je 
zweier entsprechender simplizialer Approximierungen von o, und o, 
modulo 2 gleich sind; 

3. wenn g’ eine Variabilitat dritter Art besitzt. 


Wir konstruieren nunmehr auf « ein der Normalbasis N entsprechendes, in 
O zusammenhangendes kanonisches Riickkehrschnittsystem R, durch welches 
also uw in eine schlichte Flache £, deren Grenze g in R liegt, dabei iibrigens 
einzelne Segmente von R der Fundamentalrelation entsprechend zweimal 
durchiaufen kann, und m, je von einem Flachenrande r, und einer zu R 
gehérigen, r, umschlieBenden ,,Randschlinge“ s, begrenzten, Zylinder- 
flichen (¢, (9 = 1, 2,..., m) zerlegt wird. Alsdann kénnen wir x, und x, 
durch zwei solche Abbildungen o, und o, reprisentieren, welche fiir O 
dasselbe Bild 0’," fiir R dasselbe Bild R’ und fiir jedes ¢, dasselbe auf 
Grund einer eindeutigen stetigen Abbildung «, von ¢,+- 0, auf o, er- 
klarte, mithin kurvenartige, Bild ¢; bestimmen. Den Abbildungen o, und o, 
lassen wir zwei solche Abbildungen 1, und tr, von +g auf die wniver- 
selle Uberlagerungsflache »” von yu’ (durch welche o, und o, mittels der a, 
volistandig bestimmt sind) entsprechen, welche fiir g dasselbe geschlos- 
sene Bild g” aufweisen. 

Nach diesen Vorbereitungen sind wir imstande, das Klassenproblem 
der Reihe nach fiir die folgenden vier Hauptfalle zu erledigen. 
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Erster Hauptfall: yw ist geschlossen und pw’ hat den Zusammenhang 
der Kugel. 


Alsdann ist «” mit yu’ identisch. Alle Abbildungsklassen von yw auf 
u’ besitzen dasselbe formale Bild. Wir legen auf yw’ eine elliptische MaB- 
bestimmung fest, auf Grund deren diese Flache den Flacheninhalt 1 bekommt. 
Fiir o, und o, wahlen wir Normalabbildungen, fiir welche R’ sich auf den 
Punkt O’ reduziert. Wenn o, und o, sich stetig ineinander iiberfiihren 
lassen, so lassen sie sich auch unter Invarianz von O' als Bildpunkt von O 
stetig ineinander iiberfiihren. Wir suchen mithin nach den Bedingungen, 
unter denen die letztere Uberfiihrbarkeit besteht, und unterscheiden zwei 
Unterfalle: 


Erster Unterfall: « ist zweiseitig. Weil einer auBer der Invarianz 
von O’ als Bildpunkt von O keinerlei Beschriankung unterliegenden stetigen 
Anderung von o, eine stetige Anderung von t, mit Variabilitdt erster Art 
fiir g” entspricht, so ergibt der Hauptsatz als sekunddren Klassencharakter 
den Inhalt zugehériger Normalabbildungen, d. h. den Grad beliebiger zu- 
gehériger Abbildungen. 


Zweiter-Unterfall: « ist einseitig. Weil einer auBer der Invarianz 
von 0’ als Bildpunkt von O keinerlei Beschrinkung unterliegenden stetigen 
Anderung von o, eine stetige Anderung von 1, mit Variabilitdt zweiter 
Art fiir g” entspricht, so ergibt der Hauptsatz als sekunddren Klassen- 
charakter die Inhaltsparitaét zugehériger Normalabbildungen, d. h. die Paritat 
beliebiger zugehdriger Abbildungen’). 


Zweiter Hauptfall: uu ist geschlossen und »’ hat den Zusammenhang 
der projektiven Ebene. 


Alsdann besitzt «” den Zusammenhang der Kugel. Wir legen auf pu’ 
eine elliptische MaBbestimmung fest, auf Grund deren u” den Flachen- 
inhalt 1 bekommt. Dem Punkte 0’ von yu’ entsprechen die zueinander 
antipodisch gelegenen Punkte O” und O” von uw”. Wir wiahlen auf py’ 
eine gerade Linie J durch O’, der auf «” ein GroBkreis A durch o” und 
O” entspricht, auf 7 einen Umlaufssinn 4, und fiir 6, und o, Normal- 
abbildungen, fiir welche jeder zu R gehdérige Riickkehrschnitt entweder 
in O', oder eineindeutig in 1, und zwar das erste Mal, daB er in g auftritt, 
mit dem Umlaufssinne 4 abgebildet wird. Wenn o, und g, sich stetig 


1) Unter der Paritét einer eindeutigen stetigen Abbildung o einer geschlossenen 
Flaiche » auf eine beliebige Fliche yu’ verstehen wir die Paritét der Multiplizitit, 
mit der eine beliebige simpliziale Approximierung von o einen beliebigen Punkt von ,’, 
der nicht dem Bilde einer Grundseite angehért, iiberdeckt. 
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ineinander iiberfiihren lassen, so geht dabei 1, stetig entweder in 1, iiber 
oder in die zu 1, antipodische Abbildung. Somit laBt in diesem Falle 1, 
sich mittels stetiger Anderung von o, unter Invarianz von O' als Bild- 
punkt von O stetig iiberfiihren entweder in 1,, oder in die durch Spiege- 
lung um A aus 1, entstehende, mithin fiir g dasselbe Bild g”, wie 1, und 
t,, bestimmende Abbildung 1,. Wir suchen somit nach den Bedingungen, 
unter denen eine der beiden letzteren Uberfiihrbarkeiten besteht, und 
unterscheiden fiinf Unterfalle: 


Erster Unterfall: mu ist zweiseitig und alle Riickkehrschnitte von u 
werden zweiseitig abgebildet. Weil einer auBer der Invarianz von O’ als 
Bildpunkt von.O keinerlei Beschrankung unterliegendef stetigen Anderung 
von o, eine stetige Anderung von t, mit Variabilitdt erster Art fiir g” 
entspricht, so ergibt der Hauptsatz als sekunddren Klassencharakter den 
absoluten Wert der auf uu” gemessenen Inhalte zugehériger Normal- 
abbildungen, d.h. den absoluten Wert der auf «” gemessenen Grade be- 
liebiger zugehériger Abbildungen. 

Zweiter Unterfall: m ist einseitig und alle einseitigen Riickkehr- 
schnitte von « werden einseitig abgebildet. In diesem Falle hat entweder 
das Bild von £ fiir t, oder das Bild von F fiir rt, den Inhalt 4 wo p 
ganz und nicht-negativ ist, die Paritét von m besitzt, und gleichzeitig den 
absoluten Wert des Grades der von o, bestimmten Abbildung der zwei- 
seitigen Verdoppelung von mu auf u” darstellt. Weil weiter einer auBer 
der Invarianz von O’ als Bildpunkt von O keinerlei Beschrankung unter- 
liegenden stetigen Anderung von o, eine stetige Anderung von 1, mit 
Variabilitat erster Art fir g” entspricht, so ergibt der Hauptsatz als 
sekunddren Klassencharakter den absoluten Wert der auf «” gemessenen 
Inhalte zugehériger Normalabbildungen, oder auch den absoluten Wert der 
Grade beliebiger zugehdriger Abbildungen der zweiseitigen Verdoppelung 


” 


von « auf mn”. 


Dritter Unterfall: u ist zweiseitig und wenigstens ein Riickkehr- 
schnitt von « wird einseitig abgebildet. In diesem Falle wird auch wenig- 
stens ein zu R gehériger Riickkehrschnitt einseitig abgebildet. Weil mit- 
hin einer auBer der Invarianz von OQ’ als Bildpunkt von O keinerlei Be- 
schrinkung unterliegenden stetigen Anderung von o, eine stetige Anderung 
von t, mit Variabilitdt zweiter Art fiir g” entspricht, so ergibt der 
Hauptsatz als sekunddren Klassencharakter die Paritaét der auf u” ge- 
messenen Inhalte zugehériger Normalabbildungen, d.h. die Paritat der 
auf «” gemessenen Grade zugehdriger Normalabbildungen. 

Vierter Unterfall: « ist einseitig, wenigstens ein einseitiger Riick- 
kehrschnitt von u wird zweiseitig abgebildet, und die zu B gehdrigen Ab- 
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« 


bildungen sind gerade. In diesem Falle wird auch wenigstens ein zu R 
gehériger Riickkehrschnitt zweiseitig abgebildet und bedeckt eine beliebige 
zu B gehérige Abbildung von mw auf «” je zwei antipodische Punkte von 
pe” mit derselben Paritaét, so daB die Anzahl der auf u’ einseitig abge- 
bildeten Riickkehrschnitte von R gerade ist. Aus der letzteren Eigen- 
schaft folgt unmittelbar, da® die Inhalte der Bilder von F fiir t, und 1, 
entweder beide ganz und gerade oder beide ganz und ungerade sind. Weil 
weiter einer auBer der Invarianz von O' als Bildpunkt von O keinerlei 
Beschrankung unterliegenden stetigen Anderung von o, eine stetige Ande- 
rung von t, mit Vartabilitdt zweiter Art fiir g” entspricht, so ergibt der 
Hauptsatz als sekunddren Klassencharakter die Paritdt der auf «" ge- 
messenen Inhalte zugehériger Normalabbildungen. 


Fiinfter Unterfall: « ist einseitig, wenigstens ein einseitiger Riick- 
kehrschnitt von u wird zweiseitig abgebildet, und die zu B gehdrigen Ab- 
bildungen sind ungerade. In diesem Falle wird auch wenigstens ein zu 
R gehériger Riickkehrschnitt zweiseitig abgebildet und bedeckt eine be- 
liebige zu B gehérige Abbildung von yu auf «” je zwei antipodische Punkte 
von «” mit verschiedener Paritét, so daB die Anzahl der auf «’ einseitig 
abgebildeten Riickkehrschnitte von R wngerade ist. Aus der letzteren 
Eigenschaft folgt unmittelbar, daB entweder der Inhalt des Bildes von £ 


fiir r, oder der Inhalt des Bildes von f fiir 1, einen Wert g + _ wo q 


ganz und gerade, besitzt. Weil weiter einer auBer der Invarianz von 0’ 
als Bildpunkt von O keinerlei Beschrankung unterliegenden stetigen Ande- 
rung von o, eine stetige Anderung von t, mit Variabilitat zweiter Art 
fiir g” entspricht, so folgt aus dem Hauptsatz, daB der sekunddre Klassen- 
charakter in Fortjall kommt, m. a. W., daB zu jedem in diesem Falle be- 
findlichen formalen Bilde nur eine einzige Klasse gehért. 


Dritter Hauptfall: yu ist offen und pu” ist geschlossen. 


Alsdann besitzt «” den Zusammenhang der Kugel und yz’ den Zu- 
sammenhang der Kugel oder der projektiven Ebene. Weil schon der 
stetigen Verinderlichkeit von o, unter Erhaltung ihres Charakters wnd 
der «, sowie unter Invarianz von O' als Bildpunkt von O eine stetige 
Verinderlichkeit von 1, mit Variabilitdt dritter Art fir g” entspricht, so 
folgt aus dem Hauptsatz, daB der sekunddre Klassencharakter in Fort- 
fall kommt, m. a. W., daB zu jedem im dritten Hauptfall befindlichen 
formalen Bilde nur eine einzige Klasse gehort. 
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Vierter Hauptfall: yu” ist offen. 


Aldann bestimmen wir auf u” eine Euklidische bzw. hyperbolische 
Metrik, verstehen unter 7 eine variable reelle Zahl zwischen 1 und 2 
und unter t, eine solche Abbildung von £-+g auf uw”, daB die Bilder 
PY, Pz, Py eines beliebigen Punktes P fiir t,, t,, 1, kollinear sind, 
ihre gegenseitigen Abstande der Relation 


Pi P;: P; Ps =(n — 1):(2 — 7») 


geniigen und PY zwischen P{ und Py gelegen ist. Eine stetige Variierung 
von » mit dem Anfangswerte 1 und dem Endwerte 2 bedingt einen 
stetigen Ubergang von 1, in t, und dementsprechend von o, in 9,. 
Mithin kommt auch hier der sekunddre Klassencharakter in Fortjall, 
d.h. zu jedem im vierten Hauptjall befindlichen formalen Bilde gehért 
nur eine einzige Klasse. 


(Eingegangen am 3. 7. 1920.) 


Berichtigung 


zu dem Aufsatze von L. E.J. Brouwer: ,,Uber Abbildung von Mannigfaltig- 
keiten“. Math. Ann. 71, 8. 97—-115. 
S. 114, Z. 1 der FuBnote statt: Von diesem Satze habe ich friiher den 
speziellen Fall bewiesen, daB... 
lies: Aus dem zweidimensionalen Spezialfall dieses Satzes ergibt sich 


mittels einer einfachen Uberlegung ein neuer Beweis der Eigen- 
schaft, daB... 


Berichtigung 
zu dein Aufsatze von L. E. J. Brouwer: ,,Beweis der Invarianz des n-dimen- 
sionalen Gebiets“. Math. Ann. 71, 8. 305—313. 
8. 306, Z. 5 ist hinzuzufiigen: SchlieBlich sollen je zwei Punkte der Punkt- 
menge sich durch einen ganz der Punktmenge angehérigen und 


keine (mn — p)-dimensionale Seite (p > 1) treffenden einfachen 
Kurvenbogen verbinden lassen. 








Eine Erweiterung des Begriffes .konvexer Kérper~. 
Von 


Hellmuth Kneser in Géttingen. 


In seiner Arbeit iiber ,,Bedingt konvergente Reihen und konvexe 
Systeme‘*) definiert Herr Steinitz die konvexe Punktmenge in der projek- 
tiven Geometrie des Raumes von n Dimensionen folgendermaBen (Bd. 146, 
8. 34): ,,Eine Punktmenge A hei®t konvex, wenn von den beiden durch 
zwei Punkte von A bestimmten Strecken jedesmal die eine ganz zu A 
gehért und wenigstens eine auBere Ebene (Element vom Index n—1) 
existiert, d. h. eine solche, die keinen Punkt von A enthalt‘, und fiigt 
hinzu: ,,Dieser einschriankende Zusatz ist nétig; sonst wiirden Punktmengen 
wie die auf einer Seite einer hyperbolisch gekriimmten Fliache zweiter 
Ordnung, die von den sonst als konvex bezeichneten Mengen ganz ver- 
schieden sind, mit zu diesen gerechnet werden.“ 

Im folgenden werden auch solche Punktmengen als konvex bezeichnet, 
bei denen die einschrankende Bedingung nicht erfiillt ist; die, bei denen sie er- 
fiillt ist, mégen ,,konvex im gewdhnlichen Sinne“ heiBen. Obwohl bei dieser 
Erweiterung die bekannten Schiiisse nicht mehr anwendbar sind, gelten 
doch einige allgemeine Satze, mit deren Hilfe sich eine Ubersicht iiber 
die im Falle » = 3 hinzutretenden Arten ergibt, die sich dahin zusammen- 
fassen 148t, daB in der Tat im wesentlichen nur die durch hyperbolisch 
gekriimmte Flaichen zweiter Ordnung bestimmten Punktmengen hinzu- 
kommen. Hierin ist der Satz von Herrn C. Juel enthalten, daB jede 
Regelflache zweiter Ordnung algebraisch ist*). Einen Satz, der bei etwas 
scharferen Voraussetzungen genau dem Satze 5 entspricht, beweist Herr 
B. P. Haalmeyer in seiner Dissertation*). 





1) Journal f. d. r. u. ang. Math. 148, S. 129f.; 144, S. 1f.; 146, S. 1f. 
*) Kgl. Danske Vidensk. Selsk. Skrifter, 7. Rekke 1, Nr. 6. 
*) Bijdragen tot de theorie der elementairopperviakken. Amsterdam 1917. 











H. Kneser. 


§ 1. 
Allgemeines. 


Zunachst ist klar, daB die Komplementérmenge B einer konvexen 
Punktmenge A ebenfalls konvex ist; denn die Definition 148t sich auch so 
aussprechen: liegen zwei Punkte vor A und zwei von B auf einer Geraden, 
so diirfen die beiden Punktepaare sich nicht trennen. 

Durch vollstandige Indukticn wird bewiesen: 

Satz 1. Gehdéren n+ 1 linear unabhangige Punkte P,, P,,...,P,, 
zu der konvexen Punktmenge A, so ist ein jeder von ihnen, z. B. .P,, 
Ecke eines n-dimensionalen Simplex, dessen innere Punkte sdmtlich zu 
A gehéren. Darin ist enthalten, daB P, Haufungspunkt innerer Punkte 
von A ist*). 

Der Satz ist fiir n —1 richtig; er wird fir n = N—1 angenommen 
und fiir » = N bewiesen. In der durch P,, P,, ..., Py bestimmten line- 
aren Mannigfaltigkeit A gibt es dann ein N — 1-dimensionales Simplex £, 
dessen innere Punkte zu A gehéren; denn der Durchschnitt von A und A 
ist konvex. Die homogenen Koordinaten z,:z,:...:xy seien so gewahlt, 
daB z = 0,2,>20,2,2>0,...,4y=0 die Punkte von = und z+ 0, 
@,=%,=...=2y= 0 den Pankt P, kenhzeichnet. Ist der Punkt Q mit den 
Koordinaten 0, &,,...,&y in £ enthalten (&; >), so gehéren alle Punkte 
(a% > 0,&,,..-,&y) oder alle Punkte (x, <0, 6&,,...,§,) m A. Die 
Punkte Q, von denen das erste gilt, bilden die Menge M,; die, von denen 
das zweite gilt, die Menge M,. M, und M, bedecken zusammen ganz ¢. 
Hat M, innere Punkte, so gehért ein Simplex P in = ganz zu M,, das 
durch x, = 0, y, >0, y, ]0,...,y, = 0 dargestellt sei, wobei y,,...,y, 
linear unabhangige Linearformen von z,,..., zy sind. Dann gehért das ganze 
N-dimensionale Simplex z, > 0, y, > 0, yg =>,---,¥y 20 au A: die Be- 
hauptung trifft zu. Hat aber M, keinen inneren Punkt, ist M, also in £ iiberall 
dicht, so liegen in jedem N-dimensionalen Simplex: az, +2, +...+a#v=0 
(a=>0),2,=>0,...,2y=0 die Punkte von A iiberall dicht. Nach dem 
fir N —1 giiltigen Satze 1 kann der Durchschnitt von B mit az, + 2, 
+...+2y=0 als konvexe Punktmenge keinen Punkt im Inneren dieses 
Simplex enthalten (er miiBte dann dort innere Punkte haben, A wire 
nicht iiberall dicht); d. h. alle inneren Punkte des Simplex z, < 0, z,>0, 
z,=>0,...,2y=0 gehéren zu A. Damit ist der Satz bewiesen. 

Hat daher B innere Punkte und erweitert man die konvexe Punkt- 
menge A durch Hinzunahme der nicht in ihr enthaltenen Haufungspunkte 





*) Wegen der Begriffe Simplex, Umgebung, innerer Punkt, abgeschlossen siehe 
Steinitz, besonders 146, S. 32f. 
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zu der abgeschlossenen Punktmenge A’, der abgeschlossenen Hiille von A, 
so hat A’ keine anderen inneren Punkte als A; denn ist P nicht innerer 
Punkt von A, so ist P Haufungspunkt von Punkten und daher auch von 
inneren Punkten der konvexen Punktmenge B (Satz 1 wird auf B angewandt), 
d. h. P ist nicht innerer Punkt von A’. 

A’ ist ebenfalls konvex®). Werde angenommen, es trennen sich auf 
einer Geraden die Punktepaare P, R und Q, S, und es gehéren P und R 
zu A’, Q und S aber nicht, sind also innere Punkte von B. In jeder 
Umgebung von P bzw. R gibt es Punkte P, bzw. R, von A. Wahlt 
men diese Umgebungen geniigend eng, so enthalt die Gerade P,R, in 
der Umgebung der inneren Punkte Q und S von B Punkte Q, bzw. S, 
von B, die durch P, und R, getrennt werden. Ware also A’ nicht kon- 
vex, so ware es auch nicht A. 

Haben also A und B innere Punkte, so erhalt man A aus der abge- 
schlossenen konvexen Punktmenge A’, indem man einen Teil der Begren- 
zung von A’ weglaBt. Hat aber A (bzw. B) keinen inneren Punkt, so ist 
A(B) nach Satz 1 in einer linearen Mannigfaltigkeit von weniger als 
n Dimensionen enthalten; das Problem ist reduziert, da B(A) als Kom- 
plementarmenge voll bestimmt ist. Man darf sich also auf den erst- 
genannten Fall beschranken. 

Die konvexe Punktmenge A habe demnach innere Punkte, ebenso 
die Komplementarmenge B. Die geme¢insame Begrenzung von A und B, 
d. h. der Durchschnitt der abgeschlossenen konvexen Punktmengen A’ 
und B’ sei f. Gehért eine Strecke PQ einer Geraden g ganz zu [, so 
gehért g ganz zu A’ oder ganz zu B’. Denn gehért R auf g zu A’ und 
nicht zu B’, S auf g zu B’ und nicht zu A’, ist also R innerer Punkt 
von A’, S von B’, und werden etwa P und R durch Q und S getrennt, 
so wahlen wir je eine Folge innerer Punkte P, und Q, von A’ und B’, 
die beziiglich gegen P und Q konvergieren. Auf der Geraden P,Q, liegen 
fiir geniigend groBes i innere Punkte R, und 8, von A’ und B’ in der 
Umgebung von R bzw. S derart, daB P; und R,, zu A’ gehdrig, durch 
Q, und 8, getrennt sind, die als innere Punkte von B’ nicht zu A’ gehéren. 
Dies ist aber unméglich. Enthali daher der Durchschnitt A von [ mit 
einer linearen Mannigfaltigkeit A von / Dimensionen innere Punkte be- 
ziiglich A, d.h. enthalt A ein J-dimensionales Simplex £, so ist jeder 
Punkt S von = Héaufungspunkt innerer Punkte (beziiglich A) von A. 
Ist P ein Punkt von A auBerhalb £, so gehért von jeder Geraden PS, 
die P mit einem inneren Punkte S von = verbindet, mindestens eine 
Strecke PS ganz zu A; denn die Gerade PS hat mit [ eine (S enthal- 


®) Vgl. Steinitz, 148, S. 150. 
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tende) Strecke gemeinsam, gehért also ganz zu A’ (bzw. B’) und trifft F 
und damit A genau in der Strecke, die sie mit B’ (A’) gemeinsam hat. 
Genau wie beim Beweise des Satzes 1 folgt daraus, daB es in jeder Um- 
gebung eines Punktes von A ein Gebiet in A gibt, das von A iiberall 
dicht und wegen der Abgeschlossenheit von A vollstandig bedeckt wird. 
Sind P und Q Punkte von A, so gibt es also eine Folge Q, innerer 
Punkte von A, die nach Q konvergiert. Wie schon bewiesen wurde, mu8 
immer von den beiden Strecken PQ;, also wegen der Abgeschlossenheit 
von 4 auch von den beiden Strecken PQ, mindestens eine ganz zu A 
gehéren; A ist konvex, wenn es innere Punkte beziiglich A hat. 

Zwei nicht zu 4 gehérige Punkte von A Jassen sich durch eine Strecke 
auBerhalb A verbinden. Jeder Punkt dieser Strecke gehért zu genau einer 
der Mengen A’ und B’; da diese abgeschlossen sind, gehért die ganze 
Strecke zu A’ und nicht zu B’ oder zu B’ und nicht zu A’. Zwei Punkte 
von A auBerhalb A gehdren also beide zu A’ (oder beide zu B). Die 
Punkte von A sind A’ und B’ gemeinsam, und es folgt: 


Satz 2. Hat der Durchschnitt & der gemeinsamen Begrenzung T 
von A’ und B’ mit einer 1-dimensionalen linearen Mannigfaltigkeit A 
beziiglich A innere Punkte, d.h. enthdlt 4 ein l-dimensionales Simplez, 
so gehért A ganz zu A’ oder ganz zu B’, und A ist konvez. 


Es habe A nun n—1 Dimensionen, sei etwa durch x, = 0 gegeben. 
A habe in A innere Punkte, so daB A ganz etwa zu A’ gehért. Auf der 
Geraden g sei E Punkt von A, F innerer Punkt von A, P kein Punkt 
von A, also in n Dimensionen innerer Punkt von A’. In P, nicht aber 
in E und F sei x, =0. Man kann zu £ und F je eine Umgebung 
derart bestimmen, da8 die Verbindungsgerade zweier Punkte daraus 
einen inneren Punkt P’ von A’ (in der Umgebung von P) enthalt. Nimmt 


man einen inneren Punkt Q von B’ mit = > 0 in der Umgebung von £, 
und lat sich in jeder Umgebung von F ein innerer Punkt R von B’ mit 
= <0 finden, so werde R so nahe an F gewahit, daB der Schnitt 8 der 
Geraden QR mit A zu A und damit a A’ gehdrt. Dann liegen die 
Punkte P’ und 8S, die zu A’ gehéren, getrennt durch Q und R, die nicht 
zu A’ gehéren. Das kann nicht sein. Gibt es also in jeder Umgebung 


von E Punkte von B’ mit = >0, so gehéren in der Umgebung von F 


alle Punkte mit = <0 zu A’. Gabe es in jeder Umgebung von F innere 


Punkte von A’ mit = > 0, so wiirden auf der Verbindungsgeraden eines 


solchen Punktes 7’ mit einem Punkte U von B’ mit x, + 0 der Schnitt mit 
A(a, = 0) und U zu B’ gehéren und durch T' und den Schnitt mit x, + pz, =0, 
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die fiir kleines p> 0 beide zu A’ und nicht zu B’ gehéren, getrennt. 
Daher gehéren in der Umgebung von F alle Punkte mit = < OguA’, alle 


mit = >0 m B’, und dasselbe gilt fiir jeden Punkt der im Inneren von 
4 verlaufenden Strecke HF. Auch in der Umgebung von £ gehéren alle 
Punkte = <0 zu A’. Denn gabe es eine Folge Z,—>Z innerer Punkte 


von B’ mit “2 <0, so wiirden auf den Verbindungsgeraden Z,F;, mit den 


Punkten einer Folge F;—- F mit <2 > 0, die also schlieBlich nur innere 
Punkte von B’ enthalt, HZ, und F, durch Punkte P, in der Umgebung 
von P und 7, in 4 getrennt, die beide zu A’ gehéren. Demnach gilt 


Satz 3. Hat A n—1 Dimensionen, A in A innere Punkte, so daf 
A ganz etwa zu A’ gehdort, so ist B’ in der Umgebung eines Punktes 
von & ganz auf eine Seite von A beschrdnkt, wenn es durch diesen 
Punkt eine Gerade gibt, von der eine Strecke im Inneren, eine andere 
auferhalb von & verlauft. 

Nebenher folgt daraus, daB A ganz A erfiillt, wenn eine unpaare 
Kurve, etwa eine Gerade, ganz im Inneren von A verlauft. 


§ 2. 
Die Falle n = 1, 2, 3. 

Fiir n = 1, in der Geraden, ist der einzige Typus einer abgeschlos- 
senen konvexen Punktmenge, die ebenso wie ihre Komplementarmenge 
innere Punkte hat, die Strecke mit Einschlu8 der Endpunkte. Verzichtet 
man auf Abgeschlossenheit, so kann ein Endpunkt oder beide wegbleiben. 
Bei der leeren Menge und dem einzelnen Punkt sind keine inneren Punkte 
vorhanden; bei der ganzen Geraden und der Geraden mit AusschlieBung 
eines Punktes hat die Komplementarmenge keine inneren Punkte. Der- 
artige Mengen muBten nur hier erwahnt werden; fortan sind sie immer 
schon bei kleinerem n erledigt. 

Es sei nm = 2, A’ eine abgeschlossene konvexe Punktmenge mit in- 
neren Punkten; die abgeschlossene Hiille B’ der Komplementiarmenge B 
habe auch innere Punkte. Zunichst enthalte die Begrenzung [ kein Ge- 
radenstiick; dann hat sie auf einer Geraden nur keinen, einen oder zwei 
Punkte. Sei P(z,—2z,—0) ein Punkt von f. Nehmen wir an, es gibe 
keine Gerade, die nur einen Punkt von [ enthalt, so ist fiir jede Gerade 
Z, =Ax, der Wert = : == &(4) bestimmt, der ihren zweiten Schnitt (auBer P) 
mit [ angibt, und zwar sind fiir ein festes 4 entweder alle Punkte 2 < é 

1 


innere Punkte von A’, alle Punkte = > & innere Punkte von B’, oder 
1 
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umgekehrt. Gilt fiir einen Wert 4 das eine, so gilt es auch fiir geniigend 
benachbarte und daher fiir alle Werte. Es treffe also etwa das erste fiir 
alle 4 zu. Dies steht fiir groBe positive oder fiir groBe negative 1 im 
Widerspruche damit, daB es auf der Geraden z, = 0 einen zweiten Schnitt 


% = "2x, gibt, so daB alle Punkte der Geraden mit ~° < wu innere Punkte 
0 a lad 


von A’ (oder B’), alle Punkte mit —* > # innere Punkte von B’ (oder A’) 
sind. Es muB also eine Gerade geben, die [ in genau einem Punkte P 
trifft; sie gehére ganz zu A’. In nicht homogenen Koordinaten sei 
y=0 die Gerade, x= y=0 der Punkt P. Ein Dreieck, bei geeigneter 
Koordinatenwahl etwa x| < y, 0 < y <1, gehért ganz zu B’ (nach Satz 1). 
Gibt es in jeder Umgebung von P Punkte, also auch innere Punkte P, von B’ 
mit y<0, so verbinde man sie mit dem Punkte Q(z2=0, y=1), der 
ebenfalls zu B’ gehért. Der Schnitt von P,Q mit «= 0 gehért zu A’, also die 
durch das Unendliche gehende Strecke P,Q zu B’. Diese Strecken kommen 
jedem Punkte der Strecke (2 = 0, y < 0 oder y > 1) beliebig nahe, so da8 
diese Strecke und damit die ganze Gerade z = 0 zu B’ gehért. In P schnei- 
den sich also zwei Gerade, deren eine ganz zu A, deren andere ganz 
zu B’ gehért. Liegt nun R mit P und einem inneren Punkte S von A 
(oder von B’) in gerader Linie, so zeigt die Verbindungsgerade von R mit 
einem geeigneten Punkte der Umgebung von S, daB auch R und wegen 
der Abgeschlossenheit und nach Satz 1 jede Gerade durch P, auf der 
auBer P ein Punkt von A’ (bew. B’) liegt, ganz zu A (bzw. B’) gehért. 
Da P nicht der einzige Punkt von [ ist, enthalt [ eine ganze Gerade, 
was hier noch ausgeschlossen ist. Es bleibt nur iibrig, daS B’ in der 
Umgebung von P auf y>0 beschrankt ist. Da die Gerade y = 0 sonst 
im Inneren von A’ verlauft, liegt die Gerade y= — p fiir kleines p> 0 
ganz im Inneren von A: B’ ist konvex im gewdhnlichen Sinne. 

Nunmehr enthalte [ ein Geradenstiick, etwa y= 0, OS 2<1. Nach 
Satz 2 gehért die Gerade y= 0 ganz etwa zu A’, und wenn F nicht die 
ganze Gerade enthilt, so liegt nach Satz 3 in der Umgebung jener 
Strecke B’ ganz auf einer Seite von y=0, etwa y>0. Die Gerade 

= — p verlaiuft wieder ganz im Inneren von A’: B ist im gewohnlichen 
Sinne konvex. 

Enthalt schlieBlich [ eine Gerade, etwa y= 0, so ergeben die Ver- 
bindungsgeraden eines inneren Punktes von A’ mit zwei inneren Punkten 
von B’, die nicht mit ihm in gerader Linie liegen, zwei weitere Punkte 
von fF. Von ihrer Verbindungsgeraden gehéren drei Punkte, also eine 
Strecke zu. Gehérte diese Gerade nicht ganz zu, so kénnte nach dem 
vorigen Absatze [ auch nicht die Gerade y= 0 enthalten. Es gehéren 
daher zwei Gerade, etwa z=—0 und y=0 mf. Ist etwa in einem 
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inneren Punkte von A xy > 0, so gehdren alle Punkte zy > 0 zu A, alle 
Punkte zy <0 mu B’, mit der selbstverstindlichen Erweiterung auf die 
Punkte der unendlich fernen Geraden. Hiermit ist bewiesen: 

Satz 4. Enthdalt eine abgeschlossene konvexe Punkimenge in der 
Ebene ebenso wie ihre Komplementarmenge innere Punkte, so enthdlt sie 
eine Gerade im Inneren oder laBt eine Gerade frei, oder sie ist ein 
Winkelraum, d.h. der eine der beiden Teile, in die die projektive Ebene 
durch zwei Gerade zerlegt wird. 

Im zweiten Falle ist die Punktmenge im gewdhnlichen Sinne konvex, 
im ersten und dritten ist es die Komplementiérmenge. Auch bei Verzicht 
auf Abgeschlossenheit ergibt sich nichts Neues: eine aus dem Winkel- 
raum durch Weglassen eines geeigneten Teils der Grenzpunkte entstehende 
konvexe Punktmenge ist im gewdhnlichen Sinne konvex, wenn sie den 
Scheitel nicht enthalt; sonst ist es die Komplementarmenge. 

Sei jetzt n= 3; A’ und B’ (in gewohnter Bezeichnung) haben innere 
Punkte. 

1. Es gebe eine Ebene A (x, = 0), deren Durchschnitt A mit [ innere 
Punkte hat; A gehére (nach Satz 2) ganz zu A’. 

a) Ist A =A, P innerer Punkt von A’, Q von B’, so trifft [ eine Ebene 
durch PQ nach Satz 4 in ihrem Schnitt mit A und in einer weiteren 
Geraden. Zwei solche Ebenen liefern zwei sich schneidende, in [, aber 
nicht ganz in A gelegene Gerade g und 4°). Durch jeden Punkt R in 
der Ebene E von g und h laBt sich eine Ebene legen, die innere Punkte 
von A und B’, aber keinen der Schnittpunkte von g und A, A und A, 
g und A enthilt. In dieser Ebene kann [ nach Satz 2 keine inneren 
Punkte haben. [ enthalt aber in ihr eine Gerade und die beiden Schnitt- 
punkte mit g und h, also deren Verbindungsgerade und damit R. [ ent- 
halt also zwei Ebenen, etwa x —0 und z,=0. Ist 2,2, >0 in einem 
inneren Punkte von A’, so gehéren alle Punkte z,2z,>0 zu A’, alle 
Punkte z,z, <0 zu B’: A’ ist ein Winkelraum zwischen zwei Ebenen. 

b) Ist 4+ A, so ist A nach Satz 2 konvex und enthalt nach der 
aus Satz 3 gezogenen Folgerung keine Gerade im Inneren. Nach Satz 4 
sind zwei Fille méglich. 

a) LaBt A eine Gerade in A, etwa x = 2x, = 0 frei, so gehéren nach 
Satz 3 in der Umgebung von A etwa alle Punkte <> 0 zu A, und fir 


3 
kleines p > 0 ist die Ebene 2 = — pa, von B’ frei; B’ ist konvex im 
gewohnlichen Sinne. 


£) Ist A ein Winkeliraum, etwa z,z, >0, so gehéren nach Satz 3 in 


*) Sollten P, Q und der Schnitt von g und A in gerader Linie liegen, so legt 
man die zweite Ebene durch P und einen Punkt Q’ nahe bei Q. 
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der Umgebung jedes Punktes von A auBer z, = x, = 0 etwa alle Punkte 
ataee zu A’ (die Gerade x, + 2, = 0 trifft A nur in 2, =z, = 0). 


Liegt nun ein Punkt P (z+ 0) mit z= 2, = 2, = 0 und einem inneren 
Punkte Q von A’ in gerader Linie, so kann man P mit solchen inneren 
Punkten Q, der Umgebung von Q verbinden, da8 die Verbindungsgerade PQ, 
A in einem Punkte = * * > 0 oder < 0 trifft. Je nach der Lage von P und 
Q zeigt auf der Geraden’ PQ, die Betrachtung des Punktes Q,, eines inneren 
Punktes —rae von A’, des Schnittes mit A, der auch zu B’ gebért, 
und des Punktes P, daB8 auch P zu A’ gehért. Demnach besteht A’ ge- 
nau aus den Punkten der Geraden, die x = z, = x, = 0 mit den Punkten 
der abgeschlossenen konvexen Punktmenge verbinden, in der A’ die Ebene 
z,=0 schneidet; A’ ist ein ,,konvexer Kegel“. 

2. In allen anderen Fallen enthilt A’ nach Satz 2 in jeder Ebene eine 
abgeschlossene konvexe Punktmenge, B’ ebenfalls eine solche, die mit der 
ersten keinen inneren Punkt gemeinsam hat, [ die gemeinsame Begrenzung. 
Es wird behauptet, da8 durch jeden Punkt von [ eine ganz zu [ gehdérige 
Gerade geht, wenn nicht A’ oder B’ im gewdhnlichen Sinne konvex ist. 
(Dies trifft auch in den bisher gefundenen Fallen zu.) Legt man namlich 
durch einen Punkt P (x =z, =2z,=0) von [ eine Ebene A (z, = 0), 
so sind die folgenden Fille méglich: 

a) A enthalt nicht innere Punkte von A’ und von B’, etwa keinen 
inneren Punkt von A’. 

a) A schneidet [ in einer ganzen Geraden. Die Behauptung trifft zu. 

B) Der Durchschnitt von A und A’ ist eine gerade Strecke, die etwa 
die Gerade z,—2z,—0 nicht trifft. Ware nun A’ in der Umgebung dieser 


Strecke nicht auf eine Seite von A, etwa “2 0, beschrinkt, so gibe es 
zwei verschiedene Punkte Q, R der Strecke und je eine Folge Q,, R 


vi? i 





innerer Punkte von A, die beziiglich mit 2 > 0 und = <0O gegen Q 
3 3 


und R konvergieren. Der Schnitt der Geraden Q;R; mit x —0 gehért 
zu A; also miiBte die auBere, d. h. die von x, = 0 getroffene Strecke Q; R; 
und, entgegen der Annahme, die ganze Gerade QR zu A’ gehéren. Es 


ist also A’ in der Umgebung der Strecke in A etwa auf * = 0 beschrankt 


und die Ebene z+ pz, =0 fiir kleines p> 0 von A’ frei, A’ im ge- 
wohnlichen Sinne konvex. 
y) A enthalt von A’ keinen Punkt auBer P. Ist A’ in der Umgebung 


von P etwa auf a2 0 beschriankt, so ist die Ebene xz, + px, = 0 von 
A’ frei. Sonst gibt es ein Tetraeder mit einer Ecke in P, das ganz zu 
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A’ gehért, und eine von der anderen Seite von A her gegen P konver- 
gierende Folge innerer Punkte P; von A. Die Betrachtung der Verbin- 
dungsgeraden von P; mit den Punkten des Tetraeders zeigt, daB jede 
Gerade durch P und einen anderen Punkt des Tetraeders ganz zu A’ ge- 
hért. Verbindet man ferner einen inneren Punkt Q von A’ mit den 
Punkten dieser Geraden, so sieht man, daB jede Gerade PQ ganz zu A 
gehért: A’ ist ein konvexer Kegel, und es gehért daher die Verbindungs- 
gerade von P mit einem weiteren Punkte von [ (dieser ist vorhanden) 
ganz zu [. 

b) A schneidet A’ und B’ in je einer konvexen abgeschlossenen Punkt- 
menge mit inneren Punkten, deren gemeinsame Begrenzung A ist; P ge- 
hért zu A. 

«) Ist 4 ein Geradenpaar, so ist die Behauptung erfiillt. 

£) A ist eine konvexe Kurve, deren Innengebiet etwa zu A, deren 
AuBengebiet zu B’ gehért. Ist g eine Stiitzgerade an A in P, so hat g 
mit 4 und Ff nur P oder eine P enthaltende Strecke gemeinsam, und in 
der Umgebung von P oder dieser Strecke liegt A’ auf einer Seite von g. 
Da die Punkte von A auBer denen von A innere Punkte von A oder B 
sind, bleibt dies bestehen, wenn man A um g dreht, solange keiner der 
besprochenen Fille eintritt. Dies mu8 aber geschehen; denn nach Drehung 
um 180° liegen die Punkte von A in A auf der anderen Seite von g. 
Damit ist dieser Fall auf die anderen zuriickgefiihrt und die Behauptung 
volistandig erwiesen. 

Gibt es nun eine Ebene A, die [ in genau einer Geraden g tvrifft, so 
gehért A ganz etwa zu B’. A kann nicht in der Umgebung jedes Punktes 
von g auf einer Seite von A liegen; denn durchliuft man g, so kommt 
man von einer Seite von A auf die andere. Liegen also in jeder Um- 
gebung von P (auf g) Punkte von A’ beiderseits A, so zeigt sich genau 
wie unter (2Zay), daB A’ ein konvexer Kegel mit der Spitze in P ist. 

Nunmehr enthalte jede Ebene, die eine Gerade g von Ff enthilt, noch 
eine zweite h. Gehen drei Gerade g, h, j von [ durch einen Punkt P, 
so kommt man auf schon erledigte Faille. Liegen namlich g, h, 7 in 
einer Ebene, so hat [ in dieser innere Punkte. Gehen alle Gerade von [ 
durch P, so sind A’ und B’ konvexe Kegel. Ist 1 eine Gerade von [, 
die nicht durch P geht, m die zweite Gerade, in derf eine P nicht ent- 
haltende Ebene durch 7 trifft, so bildet 1 oder m mit zweien der Ge- 
raden g, h, 7 ein Dreieck, und in der Ebene dieses Dreiecks hat [ innere 
Punkte. Gehen daher keine drei Gerade von [ durch einen Punkt, so 
schneiden sich nicht zwei von den zweiten Geraden ¢, u, v, die drei 
Ebenen durch eine Gerade g von f mit Ff auBer g gemein haben. Dreht man 


eine Ebene M um f, so ist die zweite Gerade w, in der M und Ff sich schneiden, 
20° 
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durch die Schnitte mit uw und wv bestimmt: w gleitet lings der drei wind- 

schiefen Geraden t, wu, v, d.h. w durchliuft eine Schar reeller Erzeugen- 

der einer Flache zweiter Ordnung. Ist x? +- 2? — x3 — x} = 0 die Gleichung 

dieser Flache und in einem inneren Punkte von A a3+a2?—23—23>0, 

so legt man Gerade durch diesen Punkt nnd sieht, daB A aus den Punkten 

ae + a? — a3 —2zjS>0, B’ aus den Punkten a3 + 2? — 2? — 22 < 0 besteht. 
Das Ergebnis iiber den Fall n = 3 ist also: 


Satz 5. Eine abgeschlossene konvexe Punktmenge in drei Dimen- 
sionen mit inneren Punkten, die nicht den ganzen Raum erfiillt, deren 
Komplementarmenge also innere Punkte hat, ist im gewdhnlichen Sinne 
konvex, oder enthdalt eine Ebene ganz im Inneren, ist also die abgeschlossene 
Hille der Komplementdrmenge einer im gewdhnlichen Sinne konvexen, 
abgeschlossenen Menge, oder ist ein konvexer Kegel, oder besteht aus den 
Punkten auf der einen Seite einer geradlinigen Flache zweiter Ordnung. 

Nicht abgeschlossene konvexe Punktmengen, die ebenso wie ihre Kom- 
plementirmenge innere Punkte haben, kénnen sich von diesen Typen nur 
durch den Wegfall von Grenzpunkten unterscheiden, wobei die Bedingung 
zu erfiillen ist, daB von einer der Begrenzung ganz oder teilweise ange- 
hérenden Geraden die ganze Gerade oder die Gerade bis auf einen Punkt 
oder eine Strecke mit oder ohne Endpunkte oder ein Punkt oder kein 
Punkt zur Punktmenge gehért. 


(Eingegangen am 20.7. 1920.) 


Begriindung der Lehre vom Polyederinhalt. 


Von 


Wilhelm Sii8 in Frankfurt a. M. 


D. Hilbert hat in Kap. IV seiner ,,Grundlagen der Geometrie“*) die 
Lehre vom Polygoninhalt unabhangig von den Stetigkeitsaxiomen begriindet. 
Die Ubertragung der dort benutzten Methode auf die Behandlung des 
entsprechenden Problems im Raum ist nach M. Dehn*) unméglich. Nach 
Hilbert waren hiernach ,zur Behandlung der analogen Fragen fiir den 
Raum andre Hilfsmittel, etwa das Cavalierische Prinzip, heranzuziehen“. 
Die Richtigkeit dieser Vermutung nachzuweisen ist die Aufgabe der 
folgenden Untersuchungen *). 


$1. 
Cavalierische Zerlegungs- und Ergainzungsgleichheit. 


Das Cavalierische Prinzip sagt aus: 

,»,vassen sich zwei Kérper in eine derartige gegenseitige Lage bringen, 
da® sie von einer Schar untereinander paralleler Ebenen in paarweise 
inhaltsgleichen Figuren geschnitten werden, so sind sie selbst inhaltsgleich.“ 

Dieser Satz — oder ein ihm dquivalenter — mu8 zur Definition der 
Gleichheit der Inhalte zweier beliebig begrenzten Kérper an die Spitze 
einer diese Kérper behandelnden Inhaltslehre treten. Fassen wir dagegen 
nur eben begrenzte Polyeder ins Auge, so nimmt er nicht mehr die Stelle 
eines unbeweisbaren Prinzips einer allgemeinen Inhaltslehre ein. Als solche 


) 4. Auflage, Leipzig 1913. 

®) ,Uber raumgleiche Polyeder“, Gétt. Nachr. 1900. ,Uber den Rauminhalt“, 
Math. Ann. 55, 1902. 

*) Diese sind ein Teil der vom Verfasser im Februar 1920 der naturw. Fakultit 
der Universitét Frankfurt a.M. zum Zwecke der Promotion eingereichten Arbeit 
,Begriindung der Inhaltslehre im Raum ohne Benutzung von Stetigkeitsaxiomen“. 
Zur Behandlung des Gegenstandes wurde ich durch Herrn Prof. Dr. L. Bieherbach 
angeregt. 
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wahlen wir die auf folgender Definition der Inhaltsgleichheit begriindete 
Inhaltslehre : 


Definition 1: ,,Zwei Polyeder heiBen ,,inhaltsgleich‘*, wenn sie sich 
in endlich viele Tetraeder von paarweise gleichem InhaltsmaB (im iiblichen 
Sinne) zerlegen lassen.“ 


Der Nachweis der Aquivalenz dieses Begriffes der Inhaltsgleichheit 
mit dem der Gleichheit des InhaltsmaBes zweier Polyeder bildet eine ohne 
wesentliche Schwierigkeiten mégliche Weiterfiihrung der von Veronese und 
Schatunovsky*) gegebenen Untersuchungen iiber den Rauminhalt®). 


Das Cavalierische Prinzip ist also ein auf Grund dieser Inhaltslehre 
beweisbarer Satz. Wir werden es selbst deshalb nicht zum Ausgangspunkt 
einer neuen Inhaltslehre wahlen, sondern versuchen, unter Beibehaltung 
des soeben definierten Begrifis der Inhaltsgleichheit eine Methode zur 
Vergleichung inhaltsgleicher Polyeder P,, P, anzugeben, bei der durch 
Tetraederpaare, die zugleich den Bedingungen des Cavalierischen Prinzips 
geniigen, eine Zerlegungs- oder Erganzungsgleichheit zwischen P, und P, 
vermittelt wird, so daB wir die Polyeder etwa als ,,im Cavalierischen 
Sinne gleich“ bezeichnen kénnen. Wir definieren: 

Definition 2: Zwei Tetraeder, die im InhaltsmaB je eines Grenz- 
dreiecks und der zugehérigen Hohe iibereinstimmen, heiSen ,,Cavalierisch 
gleich“. 

Definiton 3: Zwei Polyeder, die sich in endlich-viele paarweise 
Cavalierisch gleiche Tetraeder zerlegen lassen, heiBen ,,Cavalierisch zer- 
legungsgleich“. 

Definition 4: Zwei Polyeder, die sich durch Hinzufiigen Cavalierisch 
zerlegungsgleicher Polyeder zu ebensolchen erginzen lassen, heiSen ,,Cava- 
lierisch erganzungsgleich*. 

Aus diesen Definitionen folgt der 

Satz 1. ,,Cavalierisch zerlegungsgleiche und Cavalierisch ergainzungs- 
gleiche Polyeder sind inhaltsgleich.“ 


Wir untersuchen nun, inwieweit dieser Satz umkehrbar ist. 


*) Vgl. auch die Darstellung bei F. Enriques: Fragen der Elementargeometrie; 
deutsch von Thieme, I. Teil, Leipzig 1911, 8. 194 ff. 

®) Dieser Nachweis ist vom Verf. a. a. 0. (siehe Anm.*)) in aller Strenge er- 
bracht worden. 
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g 2. 


Beziehung der Cavalierischen Zerlegungsgleichheit zum Archimedischen 
Axiom, 


Wir zeigen zunichst, daB sich die Cavalierische Zerlegungsgleichheit 
inhaltsgleicher Polyeder nicht allgemein ohne Benutzung von Stetigkeits- 
axiomen dartun 148t; um dies nachzuwéisen, geniigt es offenbar, folgen- 
den Satz zu beweisen: 


Satz 2. ,,Es gibt in einer Nicht-Archimedischen Geometrie Tetraeder- 
paare von gleichem InhaltsmaB, die sich nicht in endlich-viele paarweise 
Cavalierisch gleiche Tetraeder zerlegen lassen.“ 


Beweis. Wir werden zwei inhaltsgleiche Tetraeder 7’, und 7, an- 
geben, die in der von Hilbert*) dargelegten Nicht-Archimedischen Geometrie 
nicht zerlegungsgleich sind. 

T, sei das regulire Tetraeder, dessen Seitendreiecke je das Inhalts- 
maB s besitzen. 7’, sei das zu 7’, inhaltsgleiche Tetraeder, in dessen 


einer Ecke die Eckwinkel der drei anstoBenden Seitendreiecke je ; 


wahrend das eine dieser Seitendreiecke, welches wir als Grundfliche von 7’, 
ansehen wollen, noch speziell das gleichschenklige Dreieck sein soll, dessen 
Schenkel die Linge ¥2¢ haben*), so da8 das Inhaltsma8 der Grundfliche 
von 7’, gerade ¢ wird. ¢ sei 
hierbei eine GréBe der Hil- + 
bertschen Nicht- Archimedi- 
schen Geometrie, die gréBer als 
jede ganze positive Zahl ist. 
Angenommen, 7’, und 7’, 8, 
seien Cavalierisch zerlegungs- i, . 
gleich, also in je nm paarweise Fig. 1. 
Cavalierisch gleiche Tetraeder 
t,, baw. t,, (i= 1, 2,...,) zerlegbar, deren inhaltsgleiche Seitendreiecke 
wir ihre Grundflichen nennen wollen. Es mégen 4,; und 4,; die Inhalts- 
maBe der gréBten Seitendreiecke der Tetraeder 1,; bzw. t,; sein; wir wer- 
den auch die Dreiecke selbst mit 4,,; und 4,; bezeichnen. 
Durch senkrechte Parallelprojektion der Kanten der n Teiltetraeder 
t,, von 7’, auf die Grundfliche von 7, wird diese mannigfach unterteilt. 
Da aber die Projektion jedes Seitendreiecks der Tetraeder t,; héchstens 
von gleichem Inhalt wie dieses selbst ist, so folgt aus der Unterteilung 
des A A,B,C, fiir sein Inhaltsma8 J sicher die Ungleichung: 


sind, 


* a. a. O. *). 
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(1) J (AQ A,B,C.) =t< 4: D'6,;. 

i=1 
Wir bediirfen nun einer Abschitzung der GréBen 4,; durch GréBen, die 
kleiner als ¢ sind, und versuchen, diese aus der Cavalierischen Gleichheit 
der Tetraeder t,,; und t,, zu gewinnen. Wir behandeln folgende vier 
Fille a) bis d) getrennt: 

a) Fiir die 4 ersten Paare 1,;, t,; sei 6,; Grundflache von 1,;; dann 
ist offenbar stets 4,; < 4,;. 

b) Fiir die ~ folgenden Paare r,;, t,; sei 6,; zwar nicht Grundflache 
von t,,;, aber doch 6,; < 4,;. 

c) Fiir die » folgenden Paare 1,;, t,; sei 6,; nicht von 1,,, aber d,, 
von t,; Grundflache; es sei jetzt also 6,;>4,,;. Ist dann dj; ein anderes 
Seitendreieck von t,;, 80 ist jeden- 
falls 6,; > {;. Jetzt lege ich eine 
zur Grundflache von 1,; parallele 
Ebene in solchem Abstand, da8 
von 6,; ein Trapez (etwa p, 9, 93 P;) 
vom Inhaltsma8 4,; abgeschnitten 
wird. Lege ich in demselben Ab- 
stand auch die zur Grundfliche 
von t,,; parallele Ebene, so schnei- 
det diese von 6;, gleichfalls ein Trapez ab (etwa p,¢,q; pi). Nennen wir 
die Lange der gleichen Héhen von r,; und r,; H;, den Abstand der zu 
den Grundflachen von +,; und r,; parallelen Ebenen von diesen h;, so 


folgt : 








dy —  * 
T(A pias) (H,—h)  J(Apiars,)’ 








also ist auch: 
4 a da, dis 


‘ai _ . 
das—J(Apiggs) J(L  \maagps) Jif _\p.u9 pi)’ 
also folgt : 








ial 84-8, 4 < 5}, 
8 IL Na ed) = ICL SN a EPL)” 

d) Fiir die @ folgenden Paare 1,;, t,; sei weder 4,,; noch 6,, Grund- 
fliche; es sei aber wieder 4,,>6,,;. In diesem Fall schlieBen wir analog 
wie im Fall c), dab 





é 


33, 
Pi % G Pi) 





; 5.; s J( 
sein muB. 

Durch ahnliche VergréBerung kann ich es nun stets erreichen, daG 

die kleinste der endlich-vielen auf diese Weise in die Abschitzung ein- 
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gehenden Trapezflichen (p,q, q{p{) mindestens das Inhaltsma8 1 erhilt. 
Dann wird infolge (1) und nach den Ergebnissen der Fille a) bis d): 


a dtm Atuty ” 
(2) 6<4[ Vato +d Oh +59 |. 
t=1 t=A+1 t=A+udtl t=A+utrsi 
Da die Tetraeder t,; alle Teile von 7’, sind, so ist 
(3) 6,;58. 
Aus (2) und (3) aber folgt: 
(4) t#< 4[(4+ pn)-8+(»+0)-8*]. 
Ist o die auf s folgende nachstgréBere ganze positive Zahl, so folgt 
aus (4) 
(5) t<4no’, 


eine Ungleichung, die im Widerspruch zu der Bedeutung von ¢ in der 
betrachteten Nicht-Archimedischen Geometrie steht, w. z. b. w. 


§ 3. 
Begriindung der Polyederlehre mit Hilfe der Cavalierischen Erganzungs- 
gleichheit. 


Wir weisen jetzt die Aquivalenz der Begriffe ,,Inhaltsgleichheit und 
,,Cavalierische Erganzungsgleichheit‘ nach. 

Satz 3. ,,Zwei inhaltsgleiche Tetraeder 7',, 7’, lassen sich in je 
zwei Teiltetraeder 7',,, 7',, bzw 7',,, 74g von solcher Beschaffenheit zer- 
legen, da8 diese paarweise je einem Tetraeder eines gewissen dritten Tetra- 
ederpaares 7',,, 7',, Cavalierisch gleich sind.“ 


Beweis. Es sei D, das groBte Grenzdreieck von 7',, D, das gréBte 
von 7',. Ist dann D, mit D, inhaltsgleich, so folgt aus der Inhalts- 
gleichheit von 7, und 7, die Gleichheit der zu D, und D, gehérigen 
Tetraederhéhen, d. h. die Cavalierische Gleichheit von 7’, und 7',, und das 
ist noch mehr als die Behauptung des Satzes. 

Ist aber J(D,) >J{D,), 80 ist die 
zu D, zugehérige Hohe H, kleiner als die 
zu D, zugehérige H,. Wir wollen D, und 
D, als die Grundflachen von 7’, bzw. T, 
ansehen. Ihre Eckpunkte seien A,, A,, A, 
bzw. B,, B,, B,, die Spitze von 7, und 
T, A, bzw. B,. Wir vergréBern jetzt D, 
in geeigneter Weise so, daB das neu ent- 
stehende Dreieck D; zu D, inhaltsgleich 
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ist, und zwar sollen die Ecken B,, B, erhalten bleiben und es soll Bi, 
die neue Ecke, auf der Verlangerung von B, B, iiber B, hinaus liegen. 
Die zu B, B, zugehérige Hohe A des Dreiecks D; bestimmt sich nach 
der Gleichung: 
3: B, B,-h=J(D,). 

Jetzt legen wir die zu dem Dreieck B, B, B, parallele Ebene durch B, ; 
sie schneide B, B, im Punkte B;, den wir mit B,, B, und B, verbinden. 
Wir bezeichnen nun das Tetraeder (B, B, B, B,) mit 7,, und das 
Tetraeder (Bi B; B, B,) mit 7,,. Da die Kante B, Bi nach Konstruk- 
tion zu B, B, parallel ist, so sind die beiden Tetraeder 7',, und 
(B, B; B, B,)=T7, einander Cavalierisch gleich. Somit ist das Tetra- 
eder 7’, dem Tetraeder (B, B; B, B,) Cavalierisch zerlegungsgleich und 
nach Satz 1 auch inhaltsgleich, so daB wegen der Inhaltsgleichheit von 
T, und 7, und derjenigen von D, und D; auch 7, und das Tetraeder 
(B, By 3, B,) Cavalierisch gleich sind. Zerlege ich nun durch eine ge- 
eignete transversale, d. h. durch eine Tetraederkante gehende Ebene 7’, 
noch in zwei zu 7',, bzw. 7',, Cavalierisch gleiche Teiltetraeder 7',,, 7',., 
so ist 

T,, Cav. gleich T,, Cav. gleich T,, (= 7, als Teil von 7,), 

T.. Cav. gleich T,, Cav. gleich T,,, w. z. b. w. 

Satz 4. ,Sind zwei Tetraeder 7',, 7’, einem dritten, 7',, Cavalierisch 
gleich, so sind sie einander Cavalierisch erganzungsgleich.“ 

Beweis. Vereinige ich 7, mit 7, und 7, mit einem mit 7, kon- 
gruenten Tetraeder 7’, so sind offenbar die so zusammengesetzten Poly- 
ede P,=7T,+7, und P,=T;+7, Cavalierisch zerlegungsgleich, 


w. z. b. w. 
Da nach den Satzen 3 und 4 zwei inhaltsgleiche Tetraeder je die 
Summe zweier Cavalierisch erginzungsgleichen Tetraeder sind, so folgt der 


Satz 5. ,,Zwei inhaltsgleiche Tetraeder sind Cavalierisch ergainzungs- 
gleich.“ 


Hieraus und aus Definition 1 aber folgt der gesuchte 
Satz 6. ,,Inhaltsgleiche Polyeder sind Cavalierisch erginzungsgleich.“ 


§ 4. 
Endlichgleichheiten verschiedener Stufe. 
Wir nennen jetzt irgendwelche bei der Vergleichung zweier Polyeder 


benutzten Zerlegungs- oder Erganzungsgleichheiten schlechthin ,,Endlich- 
gleichheiten“, solange sie auf der Vergleichung endlichvieler Tetraederpaare 
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beruhen. Aus einem bekannten Satz von M. Dehn *) ergibt sich, daB es 
nicht méglich ist, die Inhaltslehre im Raum ohne Benutzung von Stetig- 
keitsaxiomen mit Hilfe einer Endlichgleichheit aufzubauen, die auf der 
Paarung kongruenter, also in sechs wesentlichen Bestimmungsstiicken iiber- 
einstimmender Tetraeder beruht. Wir bezeichnen diese Endlichgleichheit 
als ,,von sechster Stufe“. Allgemein sei eine Endlichgleichheit x-ter Stufe 
(x <6) eine solche, welche durch Paare von Tetraedern erzeugt wird, die 
je in x wesentlichen Bestimmungsstiicken iibereinstimmen. 

Wir zeigen jetzt, daB der Aufbau der Inhaltslehre im Raum mit 
Hilfe gewisser Endlichgleichheiten erster, zweiter, dritter, vierter und 
fiinfter Stufe médglich ist. 

a) Eine solche Endlichgleichheit erster Stufe ist die in Definition 1 
eingefiihrte Inhaltsgleichheit, bei der die zur Vergleichung gelangenden 
Tetraeder in ihren InhaltsmaBen iibereinstimmen. 

b) Eine Endlichgleichheit zweiter Stufe ist die Cavalierische Er- 
ganzungsgleichheit, bei der die Tetraeder paarweise in dem InhaltsmaB 
einer Seitenfliche und der zugehérigen Hohe iibereinstimmen. Die Be- 
griindung der Inhaltslehre mit Hilfe einer Endlichgleichheit zweiter Stufe 
ist also in § 8 erfolgt. 

c) Als Endlichgleichheit dritter Stufe wahlen wir diejenige Erganzungs- 
gleichheit, bei der die Tetraeder paarweise je eine Cavalierisch gleiche Seiten- 
fliche und gleiche zugehérige Héhen besitzen. Die Begriindung der 
Inhaltslehre mit Hilfe dieser Endlichgleichheit dritter Stufe fiihren wir auf 
die mit Hilfe der unter b) genannten Endlichgleichheit zweiter Stufe 
durchgefiihrte zuriick. Die Aquivalenz der Endlichgleichheiten zweiter und 
dritter Stufe ergibt sich leicht aus den folgenden beiden Satzen. 

Satz 7. ,,Zwei Cavalierisch gleiche Tetraeder sind von dritter Stufe 
erganzungsgleich.“ 

Beweis. Die inhaltsgleichen Seitendreiecke der beiden Tetraeder 
sind selbst Cavalierisch ergainzungsgleich. Verbinden wir die diesen Seiten- 
dreiecken gegeniiberliegenden Tetraederecken mit den Ecken der Ergin- 
zungs- und Teildreiecke, die die Cavalierische Erganzungsgleichheit der 
beiden Seitendreiecke ausmachen, so erhalten wir Tetraederpaare, die eine 
Erganzungsgleichheit dritter Stufe erzeugen. w. z. b. w. 

Satz 8. ,,Cavalierisch erginzungsgleiche Polyeder sind von dritter 
Stufe erganzungsgleich.“ 

Beweis. Es seien die Polyeder P, und P, Cavalierisch erganzungs- 
gleich, also, symbolisch geschrieben, so darstellbar: 


to xo 
P,= D>) p,,-— D> us 
i~1 “a1 
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to *e 
P,= J) pi — Dy he 
i=1 x=1 


wobei p,;, P,; bzw. qix»Q2x je paarweise Cavalierisch gleiche Tetraeder 
sind. Nach Satz 7 sind aber diese Tetraederpaare je von dritter Stufe 
erganzungsgleich, d. h. es ist 


ho ve 

Pat = ps Nii — 2 Clin» 
A=1i a=1 
Ho 


ho 
Psi = > Nii — > Orin: 
A=1 ui 
vo 


Oo 
Qx« = > Syn" — 7 Tix0> 
0o=1 


r=] 


%o Oo 
Gx = > Oaxny — > T2x0> 
r=1 0o=1 


wobei 2441, %aé2, Orie s Orius Srxrs Faxy DZW. To, T2x9 Je Paare von Tetra- 
edern sind, die Endlichgleichheit dritter Stufe erzeugen. Aus diesen Tetra- 
edern stellen wir nun eine Erganzungsgleichheit dritter Stufe zwischen P, 
und P, her, die durch die symbolische Beziehung dargestellt wird: 


to ho xe io Mo we % 
P,= [yD a +> F vine! _ [> a Ou. t+ >, ad. 
t=1 A=1 x=1 0=1 t=1 «=i x=1 v=1 
r te do *o 00 o _ te Mo *@ ro 
P= (SS at 3 Dn) - (FY ereet DS on], 
i=1 4=1 *x=1 0=1 t=1 w=1 x=4 r—1 


w. z. b. w. 

d) Eine Endlichgleichheit vierter Stufe ist diejenige, bei der die er- 
zeugenden Tetraeder paarweise je eine kongruente Seitenfliche und gleiche 
zugehérige Hohe besitzen. Hierbei weisen wir die Aquivalenz der End- 
lichgleichheiten zweiter und vierter Stufe nach. Der 

Satz 9. ,,Zwei Cavalierisch gleiche Tetraeder sind von vierter Stufe 
erganzungsgleich“ 
la8t sich analog zu Satz 7 beweisen bei Benutzung der Tatsache, daf 
zwei inhaltsgleiche Dreiecke stets eine durch kongruente Dreieckspaare 
vermittelte Endlichgleichheit besitzen. Der 

Satz 10. ,,Zwei Cavalierisch ergainzungsgleiche Polyeier sind von 
vierter Stufe erganzungsgleich“ 
wird analog zu Satz 8 bewiesen. 
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e) Stimmen die Tetraeder paarweise in je einer kongruenten Seiten- 
fliche, der zugehérigen Hohe und je einem Flachenwinkel zwischen einer 
der anderen Seitenflichen und den kongruenten Seitenflichen iiberein, so 
vermitteln sie eine Endlichgleichheit fiinfter Stufe. Wir zeigen, da8 von 
vierter Stufe endlichgleiche Polyeder es auch von fiinfter Stufe sind. Dazu 
beweisen wir den 

Satz 11. ,,Von vierter Stufe Cava- 5 53 
lierisch gleiche Tetraeder, d. h. Tetraeder 
mit zwei kongruenten Seitenflachen und 
mit gleichen zugehérigen Héhen, sind von 
fiinfter Stufe zerlegungsgleich.“ 

Beweis. Die Behauptung des Satzes “ sd 
ergibt sich unmittelbar aus der beigefiigten (y) 
Figur 4, in der HZ der Schnittpunkt einer 
Kante (A S8,) eines der Tetraeder mit der 


Oberflache des anderen ist. Dann ist Fig. 4. 
namlich; 
Tetraeder (S, ADC) Cav. gleich Tetraeder (8S, A DC), 
» (8,4DB), =», »  (S,ADB), 


wobei noch, da A, D, ZH, 8, und 8, in einer Ebene liegen, 
K(AADS,, AADC)=X(AADS,, AADC), 
X(AADS,, AADB)=X(AADS,, AADB) 
ist, und 
Tetr. (S, A BC) = Tetr. (8, A DC) + Tetr. (8, ADB), 
» (S,aBC)= , (8, 4DC)+ ,, (8, ADB), w.z.b. w. 
Der Beweis von 


Satz 12. ,,Zwei von vierter Stufe endlichgleiche Polyeder sind es auch 
von fiinfter Stufe‘ 


verlauft ahnlich wie der des Satzes 8. 


Frankfurt a.M., Mai 1920. 


(Eingegangen am 1. 6. 1920.) 








Zur Prandtischen Tragflichentheorie. 
Von 
E. Trefftz in Aachen. 


Durch die Arbeiten von Prandtl und die anschlieBenden Untersuchungen 
von ihm und seinen Mitarbeitern*) sind die Fragen nach dem Zusammen- 
hang zwischen Auftrieb und Widerstand einer Tragfliche der Rechnung zu- 
ganglich gemacht worden. Wenn ich im folgenden eine Darstellung der 
Theorie gebe, so tue ich es nicht, weil ich glaube, der physikalischen Er- 
kenntnis wesentlich Neues hinzufiigen zu kénnen, sondern nur, weil es mir 
gelungen ist, die mathematische Seite der Probleme zu vereinfachen. Ich 
hoffe damit einerseits dem praktischen Rechner die numerische Durch- 
fiihrung zu erleichtern und andererseits fiir den, der von der mathematischen 
Seite her an diese Fragen herantritt, die Eleganz und Einfachheit der 
Prandtlschen Ansitze in das rechte Licht zu setzen. 


§ 1. 
Die Grundlagen der Theorie*). 


Den Ausgangspunkt unserer Betrachtungen bildet der zweidimensionale 
Fall einer Tragfliche von iiberall gleichem Profil, die sich nach beiden 
Seiten ins Unendliche erstreckt. Fiir eine solche erhalt man einen Auf- 
trieb, wenn man in die Flache einen Wirbelfaden legt, der eine Zirkulation 


*) Siehe Prandtl, Tragfliigeltheorie I u. II. Nachr. v. d. K. Ges. d. Wissensch. zu 
Géttingen, Mathematisch-pbysikalische Klasse 1918 u. 1919; Betz, Schraubenpropeller 
mit geringstem Energieverlust, ebenda 1919; Bets, Beitrige zur Tragfliigeltheorie, 
Diss. Géttingen 1919; Munk, Isoperimetrische Aufgaben aus der Theorie des Fluges, 
Diss. Gottingen 1919. 

*) Die Grundlagen der Theorie (§ 1, § 2 1. Abschnitt und § 3) sind im engen 
Anschlu8 an Prandtl und Betz dargestellt. Neu ist in der folgenden Arbeit die Zu- 
rickfihrung der Auftriebs- und Widerstandsberechnung suf die Randwertaufgaben 
der Potentialtheorie. 
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um den Fliigel hervorruft — oder mathematisch gesprochen, wenn man 
eine Mehrdeutigkeit des Potentials in dem die Tragfliche umgebenden 
sweifach zusammenhangenden Raume zulaBt. Ist I die Zirkulationsstarke 
dieses Wirbelfadens — gemessen durch das um die Tragfliche zu nehmende 
Integral [v,ds —, ferner V die Geschwindigkeit der Luft relativ zur Trag- 
fliche und g die Luftdichte, so erfihrt ein Flachenstreifen von der Breite 
dz einen Auftrieb: 


(1) dA =oI-V-dz. 


Die Wirbelstirke I” bestimmt sich nach der Kutta-Joukowskischen Theorie 
aus der Bedingung, daB an der (scharfen) Hinterkante die Geschwindigkeit 
endlich bleiben muB (glattes Abstrémen) zu: 


(2) C=a2Vtsina* ~ 2Via*. 


Dabei ist a* der sogenannte wirksame Anstellwinkel, d. h. die Ver- 
drehung der Tragfliche aus derjenigen Lage, fiir die der Auftrieb ver- 
schwindet; ¢ ist fiir ebene Platten gleich der Tiefe, fiir gewélbte Fliigel 
eine fiir das Profil charakteristische, der Fliigeltiefe proportionale Lange, 
die fiir normale Profile nur wenig von der Fliigeltiefe abweicht. — Die 
Formeln (1) und (2) bilden die Grundlage der Auftriebs- und Widerstands- 
rechnung auch in dem allgemeinen Falle einer Tragfliche von endlicher 
Spannweite, dem wir uns jetzt zuwenden wollen. 

Wir legen ein mit der Flache mitbewegtes Koordinatensystem so, daB 
die z-Achse in die Hinterkante der Tragflaiche fallt, die z-Achse in die 
Richtung der Luftgeschwindigkeit und die y-Achse senkrecht dazu nach 
oben, d. h. positiv in der Richtung positiven Auftriebs. Schneiden wir 
jetzt die unendlich breite Tragfliche an den Stellen 2=-—J/2 und 
x=-+1/2 ab, so kénnen wir den in der Tragflache liegenden Wirbel- 
faden nicht mit abschneiden, da nur geschlossenen oder beiderseits ins 
Unendliche laufenden Wirbelfiaden eine physikalische Bedeutung zukommt. — 
Die nachstliegende Vorstellung ware nun die, daB dieser Wirbelfaden an 
den Enden der Tragflache nach hinten abgebogen wiirde. Das entspricht 
aber noch nicht ganz den Tatsachen. In Wirklichkeit gehen nicht nur von 
den Enden, sondern von jedem Punkte der Hinterkante Wirbelfaden nach 
riickwarts ab. Infolgedessen haben wir nicht mehr eine iiber die ganze 
Spannweite konstante Zirkulation um den Fliigel, sondern die Zirkulation 
(und damit der Auftrieb pro Flacheneinheit) ist in der Mitte am gréBten, 


%) Vgl. Jahrbuch der Wissensch. Ges. f. Luftfabrt 5 (1920), 8.37 u.f.; Prandtl, 
Tragflachenaaftrieb und Widerstand in der Theorie. 
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nimmt — geschwacht durch das ablaufende Wirbelband — nach den Seiten 
zu ab und fallt an den Enden auf Null. 

Die exakte Berechnung von Auftrieb und Widerstand einer Tragfliche 
wiirde zur Voraussetzung haben, daB die Lage bzw. die Bewegung dieses 
von der Hiuterkante ausgehenden Wirbelbandes nach den Helmholtzschen 
Wirbelsitzen bestimmt wiirde. Zur eindeutigen Festlegung der Zirkulations- 
verteilung wiirden wir dabei wie im ebenen Problem die Bedingung glatten 
Abstrémens an der Hinterkante den iibrigen Daten hinzufiigen. Die 
Bestimmung des Geschwindigkeitsfeldes wire darauf eine gewdhnliche 
Randwertaufgabe der Potentialtheorie, deren Lésung die direkte Be- 
rechnung von Auftrieb und Widerstand durch eine Integration ermég- 
lichen wiirde. 

Um den mathematischen Schwierigkeiten dieser Aufgabe durch Zuhilfe- 
nahme einer erfahrungsmaBig gewonnenen Hilfshypothese zu begegnen, geht 
Prandtl von der Tatsache aus, da8 wir es bei den Tragflichen zunichst 
mit den Fallen schwacher Belastung zu tun haben, d. h. mit solchen 
Strémungsvorgangen, wo die von der Tragfliche hervorgerufenen Stérungs- 
geschwindigkeiten relativ klein sind gegen die Geschwindigkeit V der ,,Grund- 
strémung“. Der Grundgedanke der Lésung besteht demgem&8 darin, da8 
von der Eigenbewegung der von der Flache sich loslésenden Wirbelfiden 
abgesehen wird. Es wird angenommen, da8 die Wirbelelemente von der 
geradlinigen Grundstrémung einfach geradlinig nach riickwarts fortgetragen 
werden. Damit ist die Lage der Wirbelfiden bekannt, und man kann 
bei gegebener Wirbelverteilung das Geschwindigkeitsfeld nach bekannten 
Methoden ermitteln. — Fiir die weitere Aufgabe der Ermittelung der 
Wirbelverteilung wird ferner angenommen, da8 Tiefe und Dicke der 
Tragflache klein sind gegen die Spannweite; dann kann in jedem Quer- 
schnitt «= const die Strémung in der Umgebung der Tragfliche soweit 
als eben angesehen werden, daB die fiir die ebene Bewegung geltenden 
Formeln 


(1) dA=olI'Vdz fiir den Auftrieb und 
(2) T=aVt-a* fiir die Wirbelstirke 


angewendet werden kénnen. 

Auf Grund unserer Annahmen kénnen wir uns ein Bild der Strémungs- 
vorgange machen. In geniigender Entfernung vor der Tragfliche haben 
wir nur die Grundstrémung V. In der Nahe der Tragflache und hinter ihr 
iiberlagert sich iiber die Grundstrémung die von dem Wirbelbande erzeugte 
Strémung. Da nach der ersten Annahme die Wirbelfaden geradlinig nach 
hinten (also in der z-Richtung) verlaufen, so ist im Unendlichen hinter 
der Tragflache die von dem Wirbelbande erzeugte Strémung einfach eine 
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ebene Potentialbewegung in den Ebenen (z = const) senkrecht zur Grund- 
stroémung‘). 

Betrachten wir noch die Ebene z= 0, d. h. die Strémung in der Nahe 
der Tragfliche, so finden wir, daB die Geschwindigkeitskomponenten in 
dieser Ebene gerade halb so groB sind, wie die Geschwindigkeiten der 
ebenen Potentialstrémung im Unendlichen. Fiigen wir namlich zu der 
Strémung des Wirbelbandes die Strémung seines Spiegelbildes an der 
Ebene z= 0, so verdoppeln sich die Komponenten der Geschwindigkeit 
in dieser Ebene. Andererseits erhalten wir nach der Spiegelung durch die 
von — coo bis +o laufenden Wirbelfiden im ganzen Raum die ebene 
Potentialstrémung, die vorher nur im Unendlichen hinter der Tragfliche 
herrschte, woraus das Behauptete folgt®). Diese letzte Bemerkung wird 
uns gestatten, die Bestimmung des Auftriebs und Widerstands einer Trag- 
fliche auf eine Randwertaufgabe der ebenen Potentialtheorie zuriickzufiihren. 


§ 2. 
Die Berechnung der Auftriebsverteilung bei gegebener Tragfliche. 


Die Bestimmung der Verteilung der Wirbelstirke iiber das Wirbelband, 
d. h. die Bestimmung von I als Funktion von z ist die Grundaufgabe, 
der wir uns jetzt zuwenden. Ist diese gelést, so ist nach (1) die Auftriebs- 
verteilung iiber die Tragfliche, und wie wir unten sehen werder, aach die 


*) Bezeichnet r die Entfernung des Punktes xyz von einem Punkte §¢ des 
Wirbelbandes, so ist das vom Wirbelbande im Punkte zyz erzeugte Potential 


— 
o(zye)={ Jrcoy Beavae. 
¢=0 «o=0 


wo do das Bogenelement des Schnittes ¢ = const mit dem Wirbelband und » die Normale 
an das Wirbelband ist. Setzen wir ¢—z=(¢*, so wird 








+21 
lim o(aye)=f [rvo) or aoac® (r=V(E—a)+(n—y) +0") 
z=@ 3 ¥ 


unabhangig von z, also das Potential einer ebenen Bewegung in den Ebenen z = const. 
5) Fir z=0 wird 





I 
vov0)=[ { r(2) 2 ac ae (r=V(E—2)*+(y—9) +0) 
00 
+al 


_ ifr. 
=3f fre ay dido, 


-2 0 





also 
» (wy0) = ¢ lim » (zys) q. &. 4. 
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310 K. Trefftz. 


Widerstandsverteilung gegeben. Zur Ermittelung der Wirbelverteilung dient 
Gleichung (2), die wir fiir kleine Winkel «* 

(2) r'=2Vta* 

schreiben. 

Hier ist «* der ,,wirksame Anstellwinkel, d.h. der Winkel, unter 
dem das Flachenelement vom Luftstrom getroffen wird, gerechnet von der- 
jenigen Anblaserichtung, fiir die der Auftrieb 
verschwindet. Dieser ist nun nicht genau gleich 
dem Winkel a, um den das Flachenelement 
at gegen die Horizontale geneigt ist, denn das 
— _ Wirbelband erzeugt in der Umgebung der 

af Tragflache eine Abwartsbewegung der Luft, die 

sich zu der Geschwindigkeit V der Grundstré- 
mung geometrisch addiert (siehe Fig.1). In- 
Fig. 1. folgedessen wird das Flachenelement nicht 
horizontal angeblasen, sondern unter einem 


Winkel «, der sich aus der von dem Wirbelband hervorgerufenen Verti- 
kalgeschwindigkeit w und aus V zu 


(3) e=w/V 


berechnet. Um diesen Winkel wird also der Anstellwinkel verkleinert, 
d.h. wir haben 


y 





(4) a*=a—e=—a—w/V, 
und wenn wir dies in (2) einsetzen 
(5) T=2Vi{a—w/V}. 


Driickt man hier w durch ein iiber das Wirbelband zu nehmendes 
Integral mittels I" aus, so erhalt man die Integralgleichung, von der Betz 
in seiner Géttinger Dissertation ausgegangen ist. 

Eine einfachere Formulierung des Problems erhaélt man, wenn man I” 
und w durch die Potentialfunktion (zy) und ihre Ableitungen ausdriickt, 
welche im Unendlichen hinter der Tragflache die ebene Potentialbewegung 
des Wirbelbandes beschreibt*). Zeichnen wir uns eine Ebene z = const fiir 
z=-+oo, so schueidet das Wirbelband das Stiick ZL — R der z-Achse 
von «= — 1/2 bis x =-+-7!/2 aus dieser Ebene aus. Dieser Schnitt ist 
im Sinne der Potentialtheo..: als Begrenzung der zy-Ebene aufzufassen, 





*) Die konsequente Verwendung dieser Potentialfunktion y(xy) enthalt den 
wesentlichen Gedanken dieser Arbeit und damit die in der Einleitung erwahnte Ver- 


einfachung in der mathematischen Behandlung der Auftriebs- und Widerstands- 
berechnung. 
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da die vom Wirbelband erzeugte Bewegung im Unendlichen der xy- Ebene 
regular ist. 

Nach der oben gemachten Bemerkung ist nun die Abwirtsgeschwindig- 
keit an der Tragfliche gleich der Halfte der Abwartsgeschwindigkeit lings 
des Schnittes LT — R, d.h. es ist 
10% 

(6) o=—-s; iy 
Der Strich iiber g deutet dabei an, daB die Randwerte am Schnitte 
L — R m nehmen sind. 


Um auch I" durch ¢ auszudriicken, integrieren wir 


P(z)=»,de, 


indem wir das Integral von ZL aus beginnend 
(siehe Figur 2) an der Oberseite des Wirbel- 
bandes bis zur Stelle z fiihren, dann an der 


Unterseite des Bandes nach ZL zuriickgehen. o=ss=5 —» 
Da 4 = x R zx 


fv,ds = p(x) — (L) 
i 





ist, so erhalten wir Fig. 2. 
4 z 
T'(z) = | v,,d8 — fu ds = §, (x) — G, (zx), 
i i 


wo die Indizes o und uw die Oberseite und Unterseite des Wirbelbandes 
andeuten. Es ist also 

(7) I'(x) = G(x) — (2), 

d.h. e: ist I” gleich dem Sprung, den das Potential erleidet, wenn man 
lings des Schnittes L — R von der Unterseite zur Oberseite des Wirbel- 
bandes iibergeht. Setzen wir (6) und (7) in (5) ein, so erhalten wir die 
Bedingung 

(8) Fo— G,—2Vt(a+55 5%). 

Das ist eine gemischte Randwertaufgabe der Theorie des logarithmischen 
Potentials. 

Da (7) auch dann noch gilt, wenn das Wirbelband nicht eben ist — 
etwa bei V-férmig stehenden Fliigeln, so gilt die Gleichung (8) allgemein. 
In dem speziellen Falle des ebenen Wirbelbandes vereinfacht sie sich da- 
durch, da8 hier aus Symmetriegriinden y, = — ¢, wird, womit: 

- 1 0¢@ 
(9) 29,—aVi(et+ap 5°) . 
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wird. Die Behandlung dieser Aufgabe werden wir unten noch an einem 
Beispiel erlautern. Wir wenden uns zunichst der Widerstandsberechnung zu. 


§ 3. 
Die Berechnung des Widerstandes. 


Zur Erklarung des Widersiandes verfolgen wir zunachst den von 
Prandtl eingeschlagenen Weg. Wir sahen oben, daB8 in der Nahe der 
Tragflache der horizontale Luftstrom durch die vom Wirbelband erzeugte 
Abwartsgeschwindigkeit w um den Winkel e = w/V geneigt wird. Da nun 
die Kraft, die der Luftstrom auf ein Flachenelement ausiibt, auf der An- 
blaserichtung senkrecht steht, so wird der beim Fehlen des Wirbelbandes 
vertikale Auftrieb dA = ol'dzx ebenfalls um den Winkel « nach riick- 
warts geneigt, wodurch eine Widerstandskomponente 


dW=edA 
oder, bei Beriicksichtigung von (1) und (3) 
(10) adW =ol'wdz 


entsteht, und fiir den (sesamtwiderstand: 


K 
(11) W=ofTwdz. 
i 


Diese letzte Formel wollen wir noch auf eine andere Weise ableiten, die 
sich spater als niitzlich erweisen wird. Wir kniipfen an den folgenden 
Gedankengang von Betz an (Betz, Schraubenpropeller mit geringstem 
Energieverlust, 8. 6), der den Energiesatz heranzieht: ,,Die gesamte ver- 
loren gehende Energie ist hinter der Tragfliche in Form von kinetischer 
Energie vorhanden, welche in dem von dem Wirbelbande herriihrenden 
Strémungsfeld steckt. Wir kénnen deshalb die sekundliche Verlustarbeit 
anstatt an der Stelle, wo sie entsteht (an den zirkulationfiihrenden 
Fliigelteilen), auch weit hinter der Tragflache dadurch bestimmen, daS 
wir die kinetische Energie der vom Wirbelband erzeugten Strémung zwischen 
zwei im Abstand V voneinander befindlichen Ebenen senkrecht zum 
Wirbelband ermitteln. Da das Wirbelband infolge der Fortbewegung der 
Tragflache in jeder Sekunde um den Betrag V linger wird, wird die 
Energie in jeder Sekunde um den zwischen den beiden erwahnten Ebenen 
befindlichen Betrag gréBer.“ In Ausfiihrung dieses fast wértlich aus Betz 
zitierten Gedankenganges gelangen wir ebenfalls zur Formel (11). Be- 
trachten wir fiir z=oco zwei Ebenen z=c und z=c-+ V (,,Betzsche 


Prandtische Tragflichentheorie. 313 


Kontrollebenen“), so ist der Energiebetrag der Wirbelstrémung zwischen 
diesen beiden Ebenen 


V oJ 
= eV | grad* pdady, 
Diese ist als sekundliche Verlustenergie gleich der gegen den Widerstand W 
geleisteten Arbeit W-V. Es wird also 
(12) W =2 | grad*pdedy. 
Da das Potential » der Gleichung 4 = 0 geniigt, kénnen wir mit 
Hilfe der Formel: 
div (gy grad y) = p 4 + grad*p 


das Flachenintegral in ein Integral iiber die Berandung verwandeln. Be- 
zeichnet n die auBere Normale, so wird 


| erad*pdzdy =fo% o? as. 
Das Randintegral der rechten Seite ist um den Schnitt L—R des Wirbel- 
bandes mit der Kontrollebene zu erstrecken. An der Oberseite des 
Schnittes ist nun § = G,, na = 2w,ds=dz, an der Unterseite ¢ = G,, 
— = —2w, ds=—dz. 
cn 

Es wird also: 
R 


R L 
iJ Feb de~ | gwde+ | gwde—I(9,—9,)wde 
L R 


Das letzte Integral ist nur noch einfach von DL bis R iiber den Schnitt 
zu rechnen. Setzen wir es in (12) ein und beriicksichtigen (7) #,— §,=T, 
so erhalten wir wieder 


R 
(11) W =of wdz. 
i 


‘fs 


§ 4. 
Ein Beispiel: Der einseitig begrenzte unendlich lange Streifen. 


Als Beispiel und zur niheren Erlauterung der entwickelten Me- 
thode wollen wir einen Fall durchrechnen, der den von Betz benutzten 
Methoden der Reihenentwicklung nicht zuginglich ist, naimlich den ein- 
seitig begrenzten unendlich langen Streifen von iiberall gleichem Profil 
und gleichem Anstellwinkel. Dieser Fall hat deswegen eine besondere 
Bedeutung, weil die Verhiltnisse an dem freien Ende charakteristisch sind 
auch fiir die Enden von Tragfiichen endlicher Spannweite, deren Tiefe 
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klein ist gegen die Spannweite. Wir legen hier natiirlich den Koordi- 
natenanfang in das freie Ende des Fliigels, der sich in Richtung der 
positiven zx-Achse ins Unendliche ertrecke. 

Fiir das Potential der Wirbelbewegung im Unendlichen haben wir 
jetzt langs der z-Achse die Rar ‘ edingung 


\ 


. Pa { 1 0@ 
(8) Fo —F,=2V tat aG5,)- 
Die xy-Ebene ist lings der positiven z-Achse aufgeschnitten. Da wieder 
aus Symmetriegriinden p,= — ¢,, ist, so erhalten wir die Randbedingungen : 


am oberen Rande: y=+ 0, 0< x< co 2G =aVtfe+ 1 dy) 


2V ay J’ 
(12) , yt 
= on > = 4, 
” unteren ” y 0, 0<2zS50 =, aV tte '2V dy J’ 
deren zweite wir auch durch §, = — @, ersetzen kénnen, da “f stetig ist. 


Zur Vereinfachung der Randwertaufgabe fiihren wir zunichst die 
Funktion 











(18) y* = olt-V-« 
an Stelle von m und 
f pod (zg =z +ty 
(14) 2* = 4alnt Geanesaee) 
ein. 
Dadurch vereinfachen sich die Randbedingungen : 
am oberen Rande: (y=+0) $ ==3+ a9" 
(15) o= 9 T ye 
» anteren _,, (y=—0) HF =-— Go. 
7 B y* 
© dee 2*-Ebene 
Ce | A 8 e 
A QD x 
Fig. 3. Fig. 4. 


Um diese Randwertaufgabe zu lésen, bilden wir zunichst die z*-Ebene 
durch die Transformation: 





_ i—y2* ed 1—¢\2 
(16) (~~ oder umgekehrt 2*=— — eed 


auf den Einheitskreis der ¢-Ebene ab. (Siehe Fig. 3 u. 4.) 
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Dabei geht der Punkt z* = 0 iiber in den Punkt ¢=1, 
pa » Oel+e 2. «2 ns » C=t, 
» » £ai- » ws » » Cm—i, 
a » &* 00 ow = » ¢=—1. 


Fiihren wir in der {-Ebene Polarkoordinaten ein = oe*'*, so wird 
die Zuordnung der Rander gegeben durch 2* = tg*o/2. Auf die neuen 
Koordinaten umgerechnet ergeben die Randbedingungen (15) 


{ am oberen Halbkreis | ¢ | 1 9 5 30 sinof?’ 


(15’) 
| » lunteren 8 P= — 9. 

An diesen Gleichungen erkennen wir, da8 fiir ¢= —1 die Funktion * 
vom Werte -+- 2/2 in der oberen Halbebene auf den Wert — 2/2 in der 
unteren Halbebene springt. Um diese Singularitaét zu beseitigen, setzen wir 
(17) p* are tg + y. 

Die Funktion are tg 7/(€ +- 1) hat die verlangte Singularitét und die Rand- 
bedingung fiir y wird 





is: p+ ov a 2 eee 
18) am oberen Halbkreis: ae io met 3-3-3 Fs 





» Uunteren - ¥, = — D. 


Diese Randwertaufgabe, fiir die die Existenz der Lésung feststeht’), 
habe ich einfach in der Weise gelést, da8 ich fiir y die Entwicklung 
(19) y = a,osino+a,o*sin2o+...+a,0*sin5o 
angesetzt habe. Die Koeffizienten a, bis a, wurden in der Weise be- 
stimmt, daB die Randbedingung (18), die eigentlich fiir alle Punkte gelten 
sollte, fiir die Werte «= 30°, 60°, 90°, 120°, 150°, 180° erfiillt ist. 
Damit erhalt man 5 lineare Gleichungen, deren Auflésung 
a, = 0,3770, a, = — 0,0232, a,=—0,0180, a,=—0,0001, a,—0,0003 


ergab. Mit der fiir den vorliegenden Fall ausreichenden Genauigkeit wird 
danach: 


(20) g*=o/2 + 0,377 osino — 0,023 o* sin2o + 0,013 o* sin3o. 

Der Gesamtauftrieb und der Gesamtwiderstand werden in dem vor- 
liegenden Falle unendlich. Es hat deshalb nur einen Sinn, die Auftriebs- 
dichte 


qs el V=xeV*taz-*) 


*) Siehe Enz. d. Math. Wissensch. ITC, 8, 29. Artikel Lichtenstein, Potential- 
theorie, 8. 282. 
*) I’, =*V ta ist die Zirkulation fiir eine nach beiden Seiten unbegrenzte Tragfliche. 








316 E. Trefftz. 


und die Widerstandsdichte 

aw , me i Be 
qe mel w— ae V*ta?r-(1 —-) (I= 2G,) 
pro Langeneinheit des Fliigels zu betrachten. In Figur 5 sind des- 
halb i- und F- \l —;-) als Funktion von ; aufgetragen. Die Figuren 
zeigen quantitativ das, was qualitativ zu erwarten war. Die Auftriebs- 





| | ra 

















| 
| 
| 
7 
Fig. 5. 
dichte ist Null am Ende des Fliigels, steigt aber dann rasch an und 


nahert sich dem Werte, der dem nach beiden Seiten unbegrenzten Fliigel 
entspricht. Die Widerstandsdichte ist ebenfalls Null am Ende des Fliigels, 


erhebt sich zu einem Maximalwert etwa bei ;= 0,2, d.h. in einer Ent- 


fernung vom Fliigelende, die etwa '/, der Tiefe betragt, und sinkt dann 
za Null ab und zwar von der Ordnung 1/z. 


§ 5. 
Tragflachen von kleinstem Widerstand. 

Von besonderem Interesse ist die Bestimmung solcher Tragflichen, 
die bei gegebenem Auftrieb einen méglichst kleinen Widerstand haben. 
Mathematisch handelt es sich auch hier lediglich um die Bestimmung der 
Zirkulationsverteilung iiber das Wirbelband. Ist diese und damit auch 


w= — = langs des Wirbelbandes bekannt, so kann die Gleichung 
ee 1 c@ 
(5) P=aVt(e+ 55%) 


noch entweder bei gegebener Fliigeltiefe ¢(2) durch geeignete Verfiigung 
iiber den Anstellwinkel « der einzelnen Flachenelemente oder, wenn um- 
gekehrt dieser gegeben ist, durch geeignete Bestimmung der Tiefe erfiillt 
werden. 

Da in diesem Falle die Beschrankung auf einen Fliigel mit gerad- 
liniger Hinterkante und somit ebenem Wirbelband keine Vereinfachung 
bewirkt, wollen wir gleich den allgemeineren Fall ins Auge fassen. Es 
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sei wieder L— R der Schnitt des Wirbelbandes mit einer Ebene z= c im 
Unendlichen hinter der Tragflache (d. h. also die Projektion der Hinter- 
kante auf diese Ebene). @ sei wieder das Potential der vom Wirbelband 
im Unendlichen erzeugten ebenen Potentialstrémung. Damit ist I’ genau 
wie oben der Potentialsprung beim Ubergang iiber den Schnitt L — R. 
Den Auftrieb erhalten wir wieder zu 


(1) A=oVJfIdz=oV SIa'ds, 


wenn wir den sekundlichen Impulsgewinn der Fliissigkeit betrachten. 
Ebenso liefert nach § 3 die sekundliche Verlustenergie den Widerstand: 


(12) W =}0/J grad* pdxdy, 


wo das Flachenintegral iiber die ganze von dem Schnitt LD — R begrenzte 
axy-Ebene zu nehmen ist. 

Wir betrachten nun neben der Potentialfunktion gy, die die Lésung 
des Minimalproblems sei, eine variierte Potentialfunktion: y+ dg. Die 
Variation des Widerstandes W ist dann 


5W = of grade - grad dpdady. 
Dieses Integral kénnen wir umformen. Es ist 
div d@ grad » = db div grad » + grad - grad dp. 
Da div grad p = 0 ist, so folgt in unserem Falle 
[grade - grad dq~dady = [s9%2de, 
0 
also: 


6W = of 6 2%as. 


Das Integral der rechten Seite ist iiber die Begrenzung der xy- Ebene 
zu nehmen, d. h. um den Schnitt LZ — R. » ist die auBere Normale an 
die Begrenzung, also am oberen Rande nach unten, am unteren Rande 
nach oben gerichtet. In das Integral geht jedes Element der Schnitt- 
kurve L —R zweimal ein; einmal als Teil des oberen, dann als Teil 
des unteren Schnittrandes. Bezeichnen wir nun mit n die Normalen- 
richtung am oberen Schnittrande, also die Normale, die von oben nach 


a a 
unten durch das Wirbelband fiihrt, so ist am oberen Rande Fe = = am 
OPu 


unteren Rande == — as wegen der Stetigkeit der Normalkomponenten 
der Geschwindigkeit am Wirbelband. Fassen wir jetzt fiir jedes Linien- 
element die von der Oberseite und der Unterseite herriihrenden Betrage 
zusammen, so ergibt sich: 








318 E. Trefftz. 


R 
, 9 
éW = o| (om. — d9,)5* ds, 


oder da "= yp, — y,, mithin 6’ = dy, — dy, ist 


R 
(21) oW =o| ards. 
L 


Die Variation des Auftriebs wird 
(22) 6A =oVSdIx'ds. 


Bezeichnet 4 einen Lagrangeschen Faktor, so wird die Bedingung fiir 
ein Minimum von W bei gegebenem A: 


(23) 6Z—isA=0, 
woraus in bekannter Weise die Bedingung 
o@ , 02 
(24) in n % 
folgt. Dies ist genau die von Munk angegebene Minimalbedingung”). 
Die Bestimmung von @ aus (24) ist eine einfache Randwertaufgabe 
der Potentialtheorie. Sie vereinfacht sich, wenn man statt m das zu ¢ 


konjugierte Potential y bestimmt. Fiir dieses lautet die Randbedingung 
(25) ®=A1F 
(iiberstrichene Gréfen bedeuten Randwerte). 

In dem Spezialfalle des ebenen Wirbelbandes kénnen wir die Lésung 
sofort hinschreiben. Wir haben die Potentialfunktion zu suchen, die lings 
der z-Achse von x= —1/2 bis r=-+1/2 die Werte § =AZ annimmt 
und dort einen Sprung der Normalableitung hat, im iibrigen regular ist. 
Die Lésung 


(26) p+iy=iadlz—ys*—1*/4] ©) 
kann man in der iiblichen Weise durch Abbilden des Schlitzes auf den 
Einheitskreis gewinnen, sie ist so einfach, da8 sie ohne weiteres verifiziert 


werden kann. In der Tat ist fiir reelles z: —1/2<2<-+1/2 die Wurzel 


rein imaginér, so da8 gaiz 
= Zz 


ist. Fiir m erhaélt man die Randwerte 
(27) G = Avi’ /4— 2°, 
°) In der gleichen einfachen Weise la8t sich die Betzsche Minimalbedingung 


fiir den Propeller mit geringstem Energieverbrauch aufstellen. 
*) Es ist hier wieder z= 2-+iy; z ist also nicht die dritte Raumkoordinate. 
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d. h. Pai 
P= 29 =2iyl"/4— 2°. 
Damit wird der Auftrieb 





+1/2 +i/2 bad as ‘ 
(28) A= eV [rae —2eVifyi/4— ade — "ey" | 
—t/2 -—l 
und der Widerstand 
‘i we 2 

(29) W=—o[ritaz— + af Pde = *2! r. 

-1/2 
Durch Elimination von / ergibt sich 

3 
(30) le a 

zeV i 


(Eingegangen am 20. 5. 1920.) 











Bekanntmachung der Gesellschaft der Wissenschaften 
zu Gittingen vom 1. Sept. 1920. 


Die Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen hat auf Grund des 
von dem verstorbenen Herrn Dr. Paul Wolfskehl in Darmstadt ihr zu- 
gewendeten Vermiachtnisses einen Preis von 100000 Mark fiir denjenigen 
ausgesetzt, dem es zuerst gelingt, den Beweis des groBen Fermatschen 
Satzes zu fiihren. Die beziigliche Bekanntmachung ist in den Geschiift- 
lichen Mitteilungen 1908, Heft 1, veréffentiicht worden. 


Zwei philosophische Preisaufgaben. 


Die neugegriindete ,,Vereinigung der Freunde und Férderer des Posi- 
tivistischen Idealismus‘‘ (in der Richtung der Philosophie des Als-Ob) 
veréffentlicht soeben in ihrem Organ, den ,,Annalen der Philosophie“ 2, 
Heft 4, zwei Preisausschreiben. Thema der ersten Preisaufgabe: ,,Die 
Rolle der Fiktionen in der Erkenntnistheorie von Friedrich Nietzsche“. 
Preis 3000 Mark. Preisrichter: Professor Dr. Bergmann, Privatdozent 
Dr. Brahn und Reichskommissar Bibliothekar Dr. Oehler (bekanntlich ein 
Verwandter des Philosophen Nietzsche), alle drei in Leipzig. T'hema der 
zweiten Preisaufgabe: ,,Das Verhiltnis der Einsteinschen Relativitatslehre 
zur Philosophie der Gegenwart mit besonderer Riicksicht auf die Philo- 
sophie des Als-Ob‘*. Preis 5000 Mark. Preisrichter: Professor Dr. von 
Aster in GieBen, Professor Dr. v. Laue in Berlin und Professor Dr. Schlick 
in Rostock. Die naheren Bestimmungen der Preisausschreiben erhalten 
die Interessenten kostenfrei zugesendet durch den Schriftleiter der , Annalen 
der Philosophie“ Dr. Raymund Schmidt in Leipzig, FichtestraBe 13. Der- 
selbe ist auch Schriftfiihrer der obengenannten neuen Philosophischen 
Gesellschaft, deren Programm unentgeltlich von ihm zu beziehen ist. 


























